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ПРЕДИ СЛО ВИ Е

Речная гидравлика, являющаяся профилирующей дисципли
ной при подготовке гидрологов и гидротехников-речников, тесно 
связана с современной гидравликой. Такая неразрывная взаимо
связь речной и общей гидравлики положена в основу настоящей 
книги. В соответствии с этим и некоторые общие вопросы 
гидравлики излагаются с учетом особенностей речных потоков, 
что делает содержание книги более конкретным и близким 
гидрологам и гидротехникам, занимающимся естественными вод
ными потоками.

Указанные соображения учтены при выборе названия книги 
«Речная гидравлика (курс общей и специальной гидравлики 
для гидрологов)». Ее содержание соответствует программе курса 
гидравлики, разработанного автором и читаемого на кафедре 
гидрологии ЛГУ. Оно несколько полнее программы курса общей 
и специальной (речной) гидравлики гидрометеорологических ин
ститутов, так как включает проблемы наносов, деформации 
русла, динамики водохранилищ и главное кардинальную 
проблему современной гидравлики — проблему турбулентности 
русловых потоков.

Теория турбулентности излагается в главах IV и V и рас
сматривается как неотъемлемая часть гидравлики. С уравне
ниями турбулентного потока в книге увязываются уравнения 
равномерного, а в последующих главах и неравномерного дви
жения руслового потока. Теория турбулентности, раскрывая 
структуру руслового потока, приводит читателя к глубокому по
ниманию диссипативных процессов, а вместе с тем и особенно
стей равномерного, неравномерного и неустановившегося движе
ния воды в реках, каналах и трубах. Эта теория подготавливает
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читателя к изучению таких проблем, как поперечные тече
ния, распространение растворов в потоках, движение наносов, 
формирование русла, динамика водохранилищ и т. д.

В книге излагаются теоретические и прикладные вопросы 
общей и речной гидравлики, получившие распространение в тех
нической и учебной литературе. Одновременно рассматриваются 
результаты новых исследований и предложения по методике рас
чета. При изложении материала автор не считал необходимым 
уклоняться от дискуссионных вопросов.

Настоящая книга является учебным пособием для гидроме
теорологических институтов, университетов, гидротехнических ф а
культетов вузов и институтов водного транспорта. Она найдет 
применение и при подготовке аспирантов, а также сможет слу
жить справочным пособием по гидравлике для гидрологов.

В составлении учебника приняли участие кандидат географи
ческих наук И. В. Боголюбова (главы II, VIII и § 1—3 главы X), 
кандидат технических наук А. Я. Ш варцман (§ 5 главы XV), 
инж. В. В. Романовский (часть § 2 главы X III).



§ 1. Предмет гидравлики. Гидравлика в гидрологии.
Историческая справка

Г идравлика—-это наука, изучающая законы движения и 
равновесия жидкостей, прежде всего воды. В гидравлике широко 
используются теоретические методы, основанные на положениях 
механики и данных эксперимента. В прошлом гидравлика но
сила экспериментальный характер и являлась чисто прикладной 
наукой, в последние десятилетия ее теоретические основы полу
чили значительное развитие, что явилось следствием сближения 
с гидромеханикой и разработки новых теоретических проблем, 
в первую очередь теории турбулентности. В современной гидрав
лике рассматриваются: условия равновесия жидкостей и плава
ния тел в них, турбулентность потоков, равномерное и неравно
мерное течение в открытых потоках, неустановившееся течение, 
напорное движение, кинематическая структура потоков, истече
ние через отверстия, водосливы, взвешивание и движение нано
сов, русловые деформации, гидротермйка, движение грунтовых 
вод, гидравлические машины и пр.

Весь этот комплекс вопросов объединяется гидравликой в ши
роком смысле. Часть проблем комплекса имеет прямое отноше
ние к речным потокам, а некоторые могут решаться примени
тельно к ним; все они в этом случае объединяются под общим 
названием «речная гидравлика». Строго говоря, в том же 
смысле должна трактоваться и «динамика русловых потоков», 
однако в настоящее время часто делают различие между этими 
дисциплинами. Основными в речной гидравлике являются про
блемы динамики и кинематики речного потока, переноса им на
носов и формирования русла. При этом рассматривается не 
только бытовой режим, но и условия воздействия сооружений на 
реки.

Г л а в а  I
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Гидравлика тесно связана с гидрологией. Речную гидравлику 
можно рассматривать как часть гидрологии, которая, как из
вестно, является дисциплиной, опирающейся в равной мере на 
разделы физико-географических и физико-математических наук. 
Необходимо учитывать, что при решении очень многих задач 
гидрологии нельзя обойтись без гидравлики. Так, в частности, 
большинство задач гидрометрии целиком основывается на гид
равлике. Без использования гидравлики (построения кривых сво
бодной поверхности) нельзя достаточно обоснованно составить 
водный баланс водохранилищ, решение вопросов уровенного ре
жима водохранилищ связано с гидравлическими задачами, чис
ленные методы оценки русловых деформаций основаны на гидрав
лических соотношениях, на них же основаны многие способы 
расчета термического и ледового режимов рек и водохранилищ.

Связь между гидравликой и гидрологией опрёделяется тем, 
что гидравлика изучает законы движения воды и наносов в ре
ках (в. том числе и ,зарегулированных), а реки и водохрани
лища являются главными объектами, гидрологии суши.

Остановимся кратко на развитии гидравлики. Решение одного 
из важных вопросов гидростатики относится к глубокой древ
ности. Известный в науке трактат Архимеда «О плавающих те
лах» написан за  два с половиной века до нашей эры. Дальней
шие серьезные разработки тидравлических проблем имели место 
более чем полторы тысячи лет спустя — в эпоху Возрождения. 
Здесь надо отметить исследования Леонардо да Винчи (1452— 
1519 гг.), изучавшего законы плавания, истечения из отверстий, 
движения жидкости по трубам и каналам; работы С. Стевина 
(1548— 1620 гг.), написавшего начала гидростатики, Галилея 
(1564— 1642 гг,), Торричелли (1608^1647 гг.) и Паскаля (1623— 
1662 гг.). Большое значение имела работа И. Ньютона 
(1642— 1724 гг.), посвященная законам внутреннего трения 
в жидкостях. Последующие годы ознаменовались, интенсивным 
развитием гидромеханики, которая, однако, в течение долгих лет 
не имела достаточной экспериментальной оснрвы и во многих слу
чаях не могла применяться к решению конкретных технических 
задач. Родоначальниками гидромеханики являются Леонард 
Эйлер (1707— 1783 гг.), член Петербургской академии наук, и 
швейцарский ученый Даниил Бернулли (1700— 1782 гг.).

Следует отметить, что развитие гидравлики шло параллельно 
с развитием механики. Не случайно, например, что вскоре после 
разработки Галилеем и Ньютоном теоретических основ меха
ники Эйлером и Бернулли были выполнены теоретические обоб
щения в области механики сплошной среды (жидкости). Став
шие классическими уравнения этих ученых будут рассмотрены 
ниже в соответствующих разделах настоящего курса.

Развитие практической гидравлики протекало довольно 
быстро в конце XVHI и особенно в XIX в. Оно связано с име
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нами крупных исследователей-экспериментаторов Шези, Базена, 
Дарси и других, изучавших движение жидкости в каналах и 
трубах и давших ряд расчетных зависимостей; некоторые из 
этих зависимостей получили впоследствии теоретическое обосно
вание и широко используются до настоящего, времени.

Разделение механики жидкостей на теоретическую науку — 
гидромеханику, или гидродинамику (как иногда говорят), и при
кладную науку, опиравшуюся главным образом на экспери
мент, — гидравлику существовало в течение долгого времени. 
Отрыв гидромеханики от эксперимента привел к тому, что ряд 
выводов этой науки не оправдывался на практике. С другой сто
роны, поскольку гидравлика пользовалась теорией лишь в не
больших пределах, возможности этой науки были ограничен
ными, а ее развитие замедленным.

Интерес к гидравлике, возникший в начале текущего столе
тия в связи с большим размахом гидротехнического строитель
ства, оживил эту науку и способствовал ее приближению к тео
ретической гидромеханике.

Следует упомянуть некоторых деятелей науки, способствовав
ших развитию гидромеханики и гидравлики в XIX в. Крупней
ший вклад внесли Л. Навье и Дж . Стокс, исследовавшие вопрос
о гидравлическом сопротивлении. В результате этих исследова
ний предложены уравнения движения, учитывавшие сопротивле
ние, возникающее благодаря действию сил молекулярной вяз
кости. Следующим важным шагом вперед были исследования 
Буссинеска, предложившего уравнения движения для турбулент
ного потока, составленные по аналогии с уравнениями Навье — 
Стокса. Им же исследовано неустановившееся, т. е. изменяю
щееся во времени, движение. Переходя к более позднему периоду, 
отметим крупные работы О. Рейнольдса (1842— 1912 гг.), а за 
тем и Л. Прандтля (1875— 1953 гг.) в- области теории турбулент
ного движения.

Большой вклад в развитие гидравлики внесен отечественными 
учеными: Н. Е. Жуковским, Б. А. Бахметевым, Н. Н. Павлов
ским, Н. М. Вернадским, создателем оригинальной гидравлики 
рек, В. М. Маккавеевым, разработавшим теорию турбулентности 
русловых потоков и давшим целый ряд решений во многих об
ластях гидравлики, С. А. Христиановичем — автором теории и 
методики расчета неустановившегося движения жидкости, 
М. А. Великановым и В. Н. Гончаровым, изучавшими турбулент
ность русловых потоков, а такж е предложившими ряд ориги
нальных решений, и многими другими учеными, с именами и 
работами которых читатели познакомятся в настоящем курсе.

Зарождение собственно речной гидравлики связано с деятель
ностью отечественных ученых В. М. Лохтина, А. И. Лосиевского, 
М. В. Потапова, В. Г. Глушкова, рассмотревших вопросы 
структуры течений рек и взаимодействия потока и русла.
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Достаточно полное развитие проблем речной гидравлики 
осуществлено в трудах Н. М. Вернадского, В. М. М аккавеева, 
И. И. Леви, М. А. Великанова, В. Н. Гончаров^ и др.

Последние десятилетия ознаменовались интенсивным процес
сом слияния гидравлики и гидромеханики. Этому способство
вало бурное развитие гидротехнического строительства, потребо
вавшего качественно нового уровня методики расчета потоков и 
сооружений. Слиянию указанных дисциплин способствовали ра
боты Л. Прандтля, Ф. Форхгеймеера и главным образом 
В. М. М аккавеева. Современная гидравлика— это наука, име
ющая теоретическую базу в виде законов теоретической меха
ники, уравнений гидромеханики, теории турбулентности, широко 
использующая эксперимент и данные натурных исследований, 
объединяющая большой круг проблем, краткий перечень кото
рых был дан выше.

§ 2. Свойства жидкостей. Силы и напряжения, 
действующие в жидкости

Жидкости и газы являются такими физическими телами, ко
торые не имеют собственной формы, а принимают форму зани
маемого ими сосуда. Капельные жидкости и газы различаются 
прежде всего степенью сжимаемости. Газы обладают большой 
сжимаемостью. При изменении давления они изменяют свой 
объем, а вместе с тем и удельный вес и заполняют весь предо
ставленный им объем. Жидкости весьма слабо сжимаемы, их 
удельный вес при сжатии практически не изменяется. В зависи
мости от количества капельной жидкости она может заполнить 
весь сосуд или же часть его, при этом всегда имеется выражен
ная свободная поверхность, ограничивающая жидкость с той сто
роны, где она не соприкасается со стенками сосуда.

Температурное изменение удельного веса жидкостей несрав
нимо меньше, чем газа. В табл. 1.1 приводятся численные 
значения удельного веса воды; разумеется, при этом нет необхо
димости уделять внимание каким-либо другим жидкостям, 
поскольку настоящий курс посвящен исключительно изучению 
движения воды. Надо, конечно, заметить, что гидравлические 
закономерности, устанавливаемые для воды, могут быть отне
сены и к другим жидкостям при учете соответствующих физи
ческих констант, характеризующих данную жидкость. Удельный 
вес воды у  выражается отношением веса некоторого количества 
воды к занимаемому им объему. Размерность y в  разных систе
мах единиц приведена в табл. 1.1.

Удельный вес жидкости может быть выражен через ее плот
ность, которая равна массе жидкости, заключенной в единице 
объема. Размерность плотности показана в табл. 1.1. Если через р 
обозначить плотность воды, то получаем соотношение

T =  Pg‘ (1-1)
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или

где g  — ускорение силы тяжести.
Одним из важнейших свойств жидкостей является вязкость. 

Вязкостью называется способность жидкости оказывать сопро
тивление касательным усилиям. Она обусловлена силами сцеп
ления между частицами жидкости, а такж е между жидкостью и 
ограничивающими ее стенками и количественно выражается 
через коэффициент вязкости ц (табл, 1.1). При изменении темпе
ратуры изменяется сила сцепления между молекулами жидкости, 
в связи с этим изменяется и вязкость. Коэффициент вязкости, 
отнесенный к плотности жидкости, называется кинематическим 
коэффициентом вязкости v

v =  f . ( 1 .2 )

Хотя встречающиеся в природе жидкости, в том числе и вода, 
характеризуются сжимаемостью и вязкостью, тем не менее 
в большинстве случаев в гидравлике (за. исключением некоторых 
специальных задач) сжимаемость воды не учитывается, что не 
приводит к каким-либо неточностям решения. В ряде задач не 
учитывается и вязкость жидкости. Необходимо заметить, что 
имеется и такой обширный класс задач, в которых учитывается 
не та физическая вязкость, о которой речь шла выше, а более 
значительные вязкостные силы, возникающие в потоках при 
особом характере их движения, именуемом турбулентным-.

Используемая в некоторых задачах гидравлики и гидромеха
ники теоретическая модель жидкости, отличающейся несжима
емостью и отсутствием вязкости, носит название идеальной ж ид
кости. В настоящем курсе эта модель используется лишь весьма 
ограниченно.
_̂_Рассмотрим теперь детально силы и напряжения, которые

действуют в^реальных 'жидкостях. Напряжением, как известно, 
называется/'предел^ отношения силы к поверхности, на которую 
она действует.

Различают нормальные и касательные силы и напряжения. 
Само название указывает, что нормальная сила (или напряже
н и е )— это сила (или напряжение), действующая по нормали 
к поверхности (рис. 1.1).

Нормальной силой в жидкости является давление, которое 
в покоящейся жидкости называется гидростатическим, а в дви
ж ущ ейся— гидродинамическим. Суммарное давление Р  (сила), 
действующее на некоторую поверхность со, может быть выра
жено посредством напряжения р, называемого давлением. 
Давление определяется следующим пределом:

(1 -3 )
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Физические константы воды в разных системах единиц [системы единиц мтс
силы

Величина
Система

Размерность

Температура в гра

единиц
0 4

Удельны й вес с и H j M ^ 0,98049-104 0,98062-104
Т

м к г с с кг*1м^ 0,99984-103 0,99997-103
i

СГС ди н  / см^ 0,98049-103' 0,98062-103

к й щ 
й S 3
g = МТС

T * j M ^  

T j M ^  сек^

0,99984

0,98049-10

0,99997

0,98062-10

П лотность
р

СИ

м к г с с

СГС

K Z j M ^  1 

K z j M ^  \ 

z j c M ^

0,99984-103

0,99984

0,9999^1^3

{^99997

g « * МТС

т* cbk ' Îm '̂

T j M ^

0,98051-10-'

0.99984

0,98063-10-1

0,99997

К инем атиче
ская вязкость

V

СИ

М К Г С С

M'^jCBK 1

м ^ /с е к  )
0,17968-10-5 0,15670-10-5

с г и с м ^ /с е к
( СТОКСЫ )

0,17968-10-1 0,15670-10-1

Динамическая
в язкость

СИ

М К ГС С

н ceKjM^  

к г* с е к !м ^

0,17965-10-2

0,18319-10-3

0,15667-10-2

0,15976-10-3

С ГС z jc M  сек  
(пуазы )

0,17965-10-1 0,15667-10-1

i  4  мт*с 

^ 1 1g U МТС

т* с е к  1м"̂  

т / м с е к

0,18319-10-6

0,17965-10-5

0,15976-10-8

0,15667-10-5
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Таблица l.I

и мт*с отнесены к внесистемным. Через т*,  к г *  и г *  обозначены единицы 
(веса)]

д усах  Ц ельсия

10 20 50

П ереходн ы й  коэф ф и ц и ен т , св я зы в а 

ю щ ий данную  си стем у  с систем ой  С И

0 ,9 8 0 3 5 -1 0 4

0 ,9 9 9 7 0 -1 0 3

0 ,9 8 0 3 5 -1 0 3

0 ,9 9 9 7 0

0 ,9 8 0 3 5 -1 0

0 ,9 9 9 7 0 -1 0 3

f ^ j 9 9 9 7 0 3 > J

0 ,9 8 0 3 7 -1 0 -J

0 ,9 9 9 7 0

О ^ З П Ы ^

0 ,1 3 1 1 1 -1 0 -1

0 ,1 3 1 0 7 -1 0 -2

0 ,1 3 3 6 5 - 1 0 -3

0 ,1 3 1 0 7 -1 0 -1

0 ,1 3 3 6 5 -1 0 -6

0 ,1 3 1 0 7 -1 0 -5

0 ,9 7 8 8 8 -1 0 4

0 ,9 9 8 2 0 -1 0 3

0 ,9 7 8 8 8 -1 0 3

0 ,9 9 8 2 0

0 ,9 7 8 8 8 - 1 0 .

0 ,9 9 8 2 0 -1 0 3

0 ,9 9 8 2 0

0 ,9 7 8 9 0 -1 0 -1

0 ,9 9 8 2 0

0 ,1 0 0 6 8 -1 0 -5

0 ,1 0 0 6 8 -1 0 -1

0 ,1 0 0 5 0 -1 0 -2

0 ,1 0 2 4 8 -1 0 -3

0 ,1 0 0 5 0 -1 0 -1

0 ,1 0 2 4 8 -1 0 -6

0 ,10050-10-5

0 ,9 6 8 9 2 -1 0 4

0 ,9 8 8 0 4 -1 0 3

0 ,9 6 8 9 2 -1 0 3

0 ,9 8 8 0 4

0 ,9 6 8 9 2 -1 0

0 ,9 8 8 0 4 -1 0 3

0 ,9 8 8 0 4

0 ,9 6 8 9 4 -1 0 -2

0 ,9 8 8 0 4

0 ,0 5 5 5 8 -1 0 -5  

0 ,0 5 5 8  -10-1

0 ,0 5 4 9 2 -1 0 -2

0 ,0 5 6 0 0 -1 0 -3

0 ,0 5 4 9 2 -1 0 -1

0 ,0 5 6 0 0 -1 0 -6

0 ,05 4 9 2 -1 0 -5

1 лгг*/лЗ =  9,80665 н/жЗ

1 d u H j c M ^ = \ - \ Q  HjM?

1 г*/жЗ =  9806,65 н / м з  

1 J’/^2ce«:2 =  1-103 н / м ^

1 г /сж З  =  1-103 KzjM^

1 т*сек^/м^ =  9 8 0 6 ,6 5  к г / м ^  

1 r /A f i  =  1-103 к г /^ з

1 СТОКС =  1 -1 0 -4  м^1сек

1 к г  *сек1лА  =  9 ,8 0 6 6 5  и  с е к /м ^  

1 п у а з  =  0 ,1  н с е к / л ^

I t  *сек /ж 2  =  9 8 0 6 ,6 5  н с е к / м ^  

lr / .w  сел: =  1-103 HceKjM^
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в  некоторых технических задачах в настоящее время рас
сматриваются и растягивающие напряжения в жидкости.

Касательные силы (и напряжения) действуют вдоль поверх
ности, а если поверхность криволинейна, то по касательной 
к ней. Касательные силы — это силы сдвига, среза, взаимного 
трения смежных слоев жидкости. На рис. 1.1 схематически пока
зано возникновение касательного напряжения т на границе двух 
движущихся с различными скоростями слоев вязкой жидкости 
по линии тп.
■ Касательное напряжение возникает в результате действия 
вязких сил в жидкости. Физическая вязкость жидкости опреде
ляет внутреннее трение в так называемых ламинарных потоках.

а ) б)

т --------------

Р ис. 1.1. Н орм альное (а ) и касательное (б) 
напряж ения. С хем а возникновения к асатель
ного н апряж ени я на границе (т п)  д в у х  слоев  
ЖИДКОСТИ, дви ж ущ и хся  С разны ми скоростям и

Величина касательного напряжения в этом случае может быть 
выражена следующим приближенным уравнением Ньютона;

d v
''•м олек ^~~dn ' (1.4)

где ц, — коэффициент физической 
dv

(молекулярной) вязкости.

dn
производная скорости по нормали к поверхности, на ко

торую действует напряжение. Такой поверхностью может-быть 
воображаемая внутри потока поверхность, параллельная напра
влению течения. Ось п направлена в сторону убывающих значе
ний скорости V,  поэтому ур1авнение содержит знак минус. В тур
булентных потоках силы внутренней вязкости зависят от струк
туры потока. Д ля этого случая можно написать

" 'ту р б =  - Л
d v
d n (1.5)

Здесь А  — коэффициент турбулентной вязкости; его величина 
определяется размером потока, скоростью течения, шерохова-
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тостью русла и не зависит от температуры. Заметим, что А 
обычно оказывается несравненно больше, чем ц.

Кроме поверхностных сил, в жидкости действуют массовые 
силы, называемые иногда объемными. Действие массовой силы 
на каждую частицу жидкости или на выделенный внутри жид
кости элемент пропорционально массе этой частицы или соответ
ственно элемента. Массовой силой является сила тяжести. Силы 
инерции также относятся к массовым (объемным), что представ
ляет особое удобство при использовании начала д’Аламбера.

Если массу выделенного объема жидкости обозначить через 
М, то сила тяжести, действующая на него, определится равен
ством

F  =  M g,

где g  — ускорение силы тяжести, численно равное 9,81 м/сек^, 
или 981 см/сек\  Д ля единицы объема жидкости вместо этого 
выражения будем иметь

Т =

т. е. уже знакомое нам соотношение.
В табл. 1.1 приведены размерности величин у, р, v и |х в раз

ных системах единиц. На первом месте помещена международная 
система СИ, введенная в СССР с 1/1 1963 г. для предпочтитель- 

^  ного применения перед другими системами единиц. В гидрологии
и гидравлике укоренилась так называемая техническая система 
единиц, использующая как основные единицы измерения м, т* 

^  (тонна, как единица силы) и сек; она рассматривается в настоя
щее время как «внесистемная». Применение ее при решении 
многих задач гидравлики представляет значительное удобство, 
поэтому отказываться от нее в гидравлике и гидрологии в на
стоящее время нецелесообразно. Представляется необходимым, 
однако, указать численные соотношения между основными вели
чинами, встречающимися в гидравлике, выраженными в рас
сматриваемой системе и в системе СИ. Такие соотношения даны 
в табл. 1.1.

Имеет распространение такж е и так называемая физическая 
система единиц, основанная на единицах м, т (тонна, как еди
ница массы) и сек. В той же таблице даны переходные множи
тели от этой системы к системе СИ. Таким образом, пользую
щийся настоящей книгой учащийся или специалист может при
менять любую систему единиц и переходить от одной системы 
к другой по данным табл. 1.1. Подробные сведения о системах 
единиц содержатся в книгах В. В. Кириллова «Международная 

• система единиц измерений (СИ) в метеорологии» [13] и 
Е. П. Субботиной «Сборник физических констант и парамет
ров» [28]. . _ ^ ^
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Основными единицами системы СИ являются; метр ки
лограмм {кг) — единица массы и секунда {сек). Единица силы 
является производной и устанавливается по формуле

F  =  ma,

где F —  сила, т  — масса тела, а — ускорение

( 1 . 6 )

(через н  обозначается ньютон — единица силы в системе СИ ). 
Один ньютон — это сила, которая сообщает телу, имеющему 
массу 1 кг, ускорение, равное 1 м1сек^. Размерность силы в СИ 
может быть выражена двояко; 1) н (если за основу желательно 
взять силу) или 2) кгм]сек^ (если за основу берется масса). Это 
замечание является необходимым дополнением к табл. 1.1.

Остановимся еще кратко на выражении размерностей в так 
называемых физических и технических системах.

В физической системе плотность р имеет размерность г/сж® 
(или г/ж®), где г — грамм-масса, т — тонна-масса. Составим 
размерность удельного веса у

T = P g ‘-

Пользуясь этим равенством, напишем соотношение размер
ностей

1 т 1 = | р , 1 к 1 =
г

см^
см

еек^ слА сек'^

В системе м, г, сек имеем

л*2сек2 •

Если за основу берется единица силы {г* — грамм-сила, 
или г* — тонн-сила), то производной будет размерность плот
ности, поэтому записываем

г* сек^  г* сек 2

см^ с м см^

или в системе Ж, сек
г*  сек?

м 4  •

Касательное напряжение т равно силе, отнесенной к пло
щади (В, на которую оно действует. Поэтому для системы СИ 
можно написать ------------ --- -. '

"  I I ^  «
(О ~  м2 ’
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или, учитывая, что | F \ ~ к г  м/сек^,

в  системе м, т, сек (физическая), где \F \ — тм/сек^, будем 
иметь

 ̂ I м с е к ^  ’ 

а в системе ж, г*, сек (техническая)

•

Размерность коэффицие^а~йязкости находится при использо
вании формулы

d v

где п — нормаль к площ&^дк«,^дл-я-кбторой определяется каса
тельное напряжение т. Очевидно, что

| ! ^ 1 =
н

d v •

ъ

d l l

м н  с е к
м

с е к

Размерность (х в других системах дана в табл. 1.1. Там же 
дана и размерность кинематического коэффициента-вязкости.

Как видим, кинематический коэффициент вязкости в физиче
ской и технической системах единиц имеет одну размерность. 
Следует иметь в виду, что динамический и кинематический коэф

фициенты турбулентной вязкости ^соответственно Л и

имеют такие ж е выражения размерности, как и соответствующие 
коэффициенты физической вязкости воды ([х и v).

§ 3. Уравнение неразрывности

Уравнение неразрывности, которое будет записано ниже 
в трех различных видах, для различных случаев выводится пу
тем составления баланса жидкости для выделяемых контроль
ных объемов. Жидкость считаем несжимаемой, т. ё. принимаем 
р =  const. '
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Выделим в открытом потоке контрольный объем жидкости 
в виде параллелепипеда размером Н  d z d x  (рис. 1.2), где Н  — вы
сота объема, равная полной глубине потока в начальный момент 
времени на рассматриваемом участке, г. dz  и dx  соответственно 
поперечный и продольный размеры объема. Основание паралле
лепипеда d z d x  предполагается параллельным координатной пло
скости XOZ.  Высота параллелепипеда параллельна оси у. Введем 
вспомогательную ось параллельную оси у, с некоторой произ
вольной точкой начала отсчета 0. Эта ось будет служить для 
фиксации отметки (уровня) водной поверхности, которая по 
условиям задачи будет изменяться во времени t.

У

п о в е р х н о с т ь

О - X

Р ис. 1.2. С хем а к вы воду уравнения неразры вности.

Положим, что за некоторый интервал времени dt  уровень 
воды над контрольным объемом изменился на причем полная 
высота объема стала равной Я - | - В ы я с н и м ,  как связано это 
изменение с величинами средних по глубине продольной состав
ляющей скорости Vxcv и поперечной Ozcp на гранях параллелепи
педа.

Пометим грани параллелепипеда номерами 1, 2, 3 я 4 
(рис. 1.2). Значения массы воды, поступающей в контрольный 
объем через грани 1 я 3 за время dt, обозначим соответственно 
через 6 /П1 и 8  m s ,  а значения массы, выходящей из этого же 
объема через грани 2  и ^ за время dt, — через б т а  и 8 mi. 
В случае неравенства нулю суммы алгебраических значений 
этих четырех величин за время dt  произойдет изменение уровня 
воды на величину d^.

Д ля выделенного объема составим уравнение баланса ж ид
ких масс

Ьт  ̂ —  §/«2 8/^3 —  8/^4
g

d x d z d Q  =  0. (1 .7 )
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Составляющие баланса выразятся следующими зависи
мостями:

8/га, =  ср dz  dt;
о

8/ге.
d V x  ср  , \  , , ,

— 5----- d x  d z a t ;
д х

b m z = - - ^ H ‘v ^ ^ ^ d x d t ;

g
d v Z ср

z  ср d z
dz j  d x d t ,

( 1 . 8 )

в которых величины и* op и Vzcv выражают средние значения 
проекций (компонентов) скорости соответственно на гранях 1  и 
3. Средние значения компонентов скорости на гранях 2 я 4  опре- 
деляются соответственно следующими суммами:

d v
V

X  Ср
X  ср д х

d v■z ср

д г
dz.

Приращение уровня определим через его частную производ
ную, т. е. напишем

Подставим это выражение, а такж е равенства (1.8) в уравне
ние баланса

d v
- f H v ^ ^ ^ d z d t

g

+  • H v ^ ^ ^ d x d t
о

д х

d v .

g  d i

г с р  I

d x d z d t .

dz] d x  dt  =

После простых преобразований получаем следующее уравне
ние неразрывности движения жидкости:

d v X  ср

д х +
d v Z ср 1 (?с

d z Н  d t  ■
(1.9)

Если ось X принять совпадающей с направлением течения 
потока, а контрольный объем (рис. 1.2) увеличить по ширине 
таким образом, чтобы он охватывал всю ширину потока (реки), 
то в уравнении (1.9) будет отсутствовать второй член левой 
части, при этом Vxcp будет обозначать среднюю скорость во всем
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поперечном сечении потока, а Я  — его среднюю глубину. Урав
нение (1.9) принимает следующий вид:

- f .  ( 1 .1 0 )

Индекс «X» при Уср опускаем, так как другие компоненты 
скорости отсутствуют, и продольная компонента Ижср совпадает 
с направлением течения.

Расход воды Q, протекающий через сечение потока, опреде
ляется соотношением

Q  г- о)‘У|,р = ,

В котором м — площадь поперечного сечения, равная произведе
нию средней глубины Яср на ширину потока В. Умножая урав
нение (1.10) на В и учитывая последнее из написанных равенств, 
получаем следующий вид уравнения неразрывности:

dQ D <?С . . .
=  Ж  - ,

В таком виде уравнение неразрывности широко используется 
при изучении изменяющегося во времени (неустановившегося) 
движения в открытых потоках^ в том числе и в реках. Для слу

чая установившегося движения, т. е. когда =  О, уравнение 

приобретает чрезвычайно лаконичный вид

Отсюда следует, что
Qi =  Qn==const,

или 51Яер1г)ер1=-бцЯер11'УсрП=С0П5Г.

Здесь индексами «I» и «И» обозначены величины, относя
щиеся соответственно к двум последовательно расположенным 
поперечным сечениям потока, между которыми нет бокового при
тока.

Выведем теперь условие неразрывности для элементарного 
объема жидкости d x d z d y ,  находящегося под свободной поверх
ностью на некотором расстоянии от дна. Составляющие прихода 
и расхода масс жидкости для вертикальных граней параллеле
пипеда б mi, 8 m 2, 8 тз и 8 т^ будут определяться соотноше
ниями, аналогичными формулам (1.8), но вместо Я  высота 
параллелепипеда будет выражаться через dy,  а средние на гра
нях компоненты скорости —̂ местными значениями компонентов 
Vx и Vy. Последний член уравнения (1.7) заменяется разностью 
б ms — б me, в которой уменьшаемое выражает массу воды, по

22
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ступившую в контрольный объем через верхнюю грань d x d z  за 
время dt, а вычитаемое— массу воды, вышедшую из объема за 
то же время через нижнюю грань dxdz.  Величины, образующие 
указанную разность, выражаются следующим образом;

8/^5 =  —  Vydx  dz  dt\  
s

Ьгпе==-^ dy)  d x d z d t .
( 1 . 1 2 )

Подставляем в уравнение баланса значения всех шести чле
нов Ьт и после преобразований находим

+ ^ + ^ ^  =  0. (1.13)д х   ̂ д у  ' d z

В таком виде уравнение неразрывности используется при ре
шении пространственных задач кинематики жидкости.

§ 4. Функция тока. Потенциальное движение

Движение жидкости, изменяющееся в направлении трех вза
имно перпендикулярных координатных осей, называется трех
мерным или пространственным. Движение жидкости, не изме
няющееся в направлении одной из координатных осей при ра
венстве нулю компоненты скорости по этой оси, называется 
плоским. Если, например, движение неизменно вдоль оси z, а 
U z= 0, то движение будет тождественным для всех плоскостей, 
параллельных плоскости 2= 0. Уравнение неразрывности, отве
чающее этому случаю, записывается в виде

( 1 , и >д х  ' ду

Рассмотрим некоторую функцию 1]з, полный дифференциал 
которой выражается следующим образом:

d<if =  — T ) ^ d x - \ - V j c d y - \ - - ^ d t .  (1Л5)

Учитывая, что вообще выражение полного дифференциала 
записывается в виде

i ^ ^ d x + ^ d y + ^ d t ,  ■ (1.16>

Приходим к следующим важным соотношениям:

( 1 Л 7 )
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в  условиях существования функции г|5, будем иметь следую
щие равенства:

д ' ^4' \ д V.
д х dy 1 д у

д ( <̂ '1' \ д
d t  1̂ д х ) ~ д х

д ( д 1 д ^  \
d t \ д у )  — д у \  /

(1.18)

Второе и третье из этих равенств являются тождествами, 
а первое при учете соотношений (1.17) дает

дУх
д х

dv.,

д у

что соответствует уравнению (1.14).
Функция ijj имеет определенный кинематический смысл, кото

рый выясняется из следующих соображений. Рассмотрим семей
ство кривых, получаемое для определенного момента времени 
 ̂=  const на основании функции if,

ф(х, y) =  const =  (b̂ .

Дифференцирование этого выражения и сопоставление с со
отношениями (1.17) позволяют получить равенство

д'З,)
д х

d x -
д у d y  =  — V  d x  - \ - v ^ d y  =  О,

приводящее непосредственно к зависимости

d y  _  У  у  ___ ,
~ d jT  V r

(1.19)

( 1 .2 0 )

В результате получили, что угол а  определяет как касатель
ную к кривой "ф, так и направление скорости потока для любой 
избранной точки. Это значит, что в любой точке неизменного во 
времени плоского потока кривая if) совпадает с направлением 
скорости (течения) и определяет траекторию движения, в связи 
с чем функцию ip называют функцией тока.

Остановимся теперь на понятии потенциального движения, 
Прежде всего заметим, что пространство, каж дая точка которого 
характеризуется определенным значением скорости (величины и 
направления), называется полем скоростей, которое является 
векторным полем (его следует отличать от скалярного поля, 
образуемого скалярными величинами). Исследование векторного 
поля потока отличается значительной сложностью, поэтому 
в гидродинамике (гидравлике) широко используется прием, 
позволяющий заменить изучение векторного поля изучением ска
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лярного П О Л Я , п ри  этом вводится некоторая потенциальная 
функция. Векторное поле скорости лишь при определенном ха
рактере движения может быть описано потенциальной функцией, 
обозначаемой через ф. Такой вид движения жидкости называется 
потенциальным.

Потенциальная функция скоростного поля потока является 
скаляром и определяется равенствами

д у  ~  д г

Продифференцировав первое из этих равенств по у, а второе 
по X, находим соответственно

д'̂ ч̂  __  dvjc

д х
( 1 . 2 1 )

д х  д у  

д Ц

д у
( 1 . 2 2 )

dv, ,

д у  д х  д х  '

Вычитая выражение (1.22) из формулы (1.23), получаем

(1.23)

d v y

д х  д у  

Таким же образом находим -

- =  0 .

дУх
d z

(1.24)

(1.25)

dv^

d z
- 0 . (1.26)

В общем случае движения жидкости векторные величины, 
стоящие в левой части приведенных выше равенств (1.24)—■ 
(1.26), могут быть не равны нулю, при этом они будут выражать 
соответствующие компоненты удвоенной величины угловой ско
рости (Йж, Qy, йг) вращения элементарного объема жидкости, 
т. е.

2 2 .

2 а „

d v z dVy
д у d z  ’

d v x
d z d x  ’

dVy d v x
^ ~ J x d y  ■

(1.27)

Выражения (1.24) — (1.26), являющиеся условием существо
вания потенциальной функции ф, показывают, что при
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потенциальном движении в потоке отсутствуют угловые скорости 
элементарных объемов, т. е.

(1.28)

Величины fix, fij/ и Qz являются компонентами вихря ско
рости.

Таким образом, равенство (1.28) определяет основное свой
ство потенциального движения жидкости..

§ 5. Дифференциальные уравнения движения жидкости.

Выделим мысленно внутри потока контрольный объем жид
кости, имеющий форму прямоугольного параллелепипеда, и рас

смотрим действующие на него силы. Стороны параллелепипеда 
Ах, к у ,  Az  параллельны координатным осям х, у, z декартовой 
системы координат (рис. 1.3).

На замкнутую в параллелепипеде жидкость действуют сле
дующие силы: массовая сила F (например, сила тяжести); по
верхностные нормальные силы гидродинамического давления, 
действующие на все грани параллелепипеда; касательные' силы 
внутреннего трения. Не анализируя на первой стадии изучения' 
движения жидкости природу сил внутреннего трения, будем учи
тывать их чисто формально, относя их к массе выделенного 
объема жидкости.

Под влиянием действующих сил масса, сосредоточенная 
в контрольном объеме, получит ускорение. Составляя уравнение
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равновесия действующих сил, будем учитывать ускорение путем 
введения силы инерции (согласно началу д ’А ламбера).

Масса выделенного объема жидкости Ьт  определяется про
изведением

ТЬт —  —  Ах  Ду Дг, (1.29)

где Y — удельный вес жидкости, g  — ускорение силы тяжести; 
частное от деления первой величины на вторую дает плотность р.

Если через X, Y, Z  обозначить проекции ускорения массовой 
силы F, то компоненты этой силы выразятся соответственно 
равенствами;

F ^  =  b m X \

F y  =  b m Y ,

F̂  — bmZ.
(1.30)

Пусть давление в центре тяжести параллелепипеда, т. е. 
в точке М, равно р. Давление на грани параллелепипеда будем 
выражать через давление в центре тяжести и его приращения на

1 л 1 л 1 лотрезках Ах, - ^ А у  и ~^Az,  определяющие расстояния 
JL А А

между точкой М. и серединой соответствующей грани. Номера 
четырех граней показаны на рис. 1.3, номера грани 5, обращен
ной от нас и совпадающей с плоскостью чертежа, и грани 6, об
ращенной к нам, на рисунке не показаны. Величины давления на 
грани определяются равенствами:

Р\ =  Р 

Рг =  Р 

Рь =  Р

др
дх

Ах 
2 ’ А  == /  ̂+

др
дх

Ах 
2 ’

др Ду . А  =
др Av

ду 2 ’ - Р  + ду 2 ’
др
дг

Az 
2 ’ Рб == Р +

др
дг

Az 
2 ’

(1.31)

при составлении которых учтены положительные направления 
соответствующих координатных осей, что и привело к получению 
чередования знаков плюс и минус перед членами, учитываю
щими приращения давления.

Полное давление Р  на каждую из граней выразится произве
дением соответствующего давления р на площадь грани, т. е. 
будем иметь

Рг =  (р

Р , -

дх

др

2

Лг
дг

Ау Az и т. д.

Ах Ау.
(1.32)
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Компоненты силы трения Г, которые обозначим через Тж, Ту 
и Гг, будем выражать следующими произведениями:

T y  =  g f y b m - ,  

T z  =  g f z ^ m , )

(1.33)

тде fx, fy и fz — безразмерные коэффициенты пропорциональ
ности, принимающие различные значения в каждой точке потока 

, и в общем случае изменяющиеся во времени. Произведение gfx  
вы раж ает проекцию на ось х  силы сопротивления^ отнесенной 
к единице массы перемещающегося объема, иными словами, это 
■есть проекция ускорения силы сопротивления движению.

Компоненты силы инерции J, обозначаемые через Jx, Jy и Л, 
.определяются равенствами

(1.34)

в  которых фигурируют производные соответствующих составля
ющих скорости (vx, Vy и Vz) по времени t, выражающие компо
ненты ускорения.

Применяя начало д ’Аламбера, составим уравнения равнове
сия действующих сил по координатным направлениям. Д ля оси л: 
запишем

J ^ = . F ,  +  P ^ - P , - T , .  (1.35)

Подставляя в эту формулу значения всех величин, получим 
равенство

d t

I д х  2\

преобразуя которое, находим

Ау hz — g f ^ m .

ЬтХ  — Дх Ду Аг — g-fj>ni.
d t

(1.36)

Учитывая выражение для Sm [формула (1.29)] и сокращая 
уравнение (1.36) на эту величину, получаем окончательную 
запись уравнения движения в проекции на ось х. Аналогичные 
рассуждения позволяют получить уравнения и для двух других
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координатных направлений. Вся система этих трех уравнений 
имеет вид:

d t

dl = x ~ g
T

d p
d x

d V y
__Y g d p

dt
— / —

T d y

d V z =  Z  — g d p

S f y \

f  д г

(1.37)

Полные производные составляющих скоростей по времени 
определяются при этом равенствами:

d v x
d t

dVy

~ d f

d v .
d t

dVy
d t

d v „

d t

d v .
d t

■^x-
d v x
d x

d v x
d y

d v x  . 
d z  ’

dv,, dv^ dv^i
^ x d x d y d z  ’

^ x -
d v z
d x +  ^ y -

d v z
d y +  '^г-

dVz  
d z  •

(1.38)

Поясним вид этих равенств. Н а самом деле, если по правилу 
дифференцирования сложной функции нескольких переменных 
написать, например, выражение полной производной функции 
Vx {х, у, Z, t) по t, которое имеет вид

d v x  d x  I d V x  д у  , d V x  д г  
A,, " г

d V x  __  dVx
d t  d t  ' d x  d t  d y  d t  ̂  d z  d t

(1.39)

TO приходим непосредственно к формуле, записанной в первой 
строке системы (1.38), учитывая, что

д х
d t

ду
d t

d z

d t
(1.40)

Приведенная выше система дифференциальных уравнений 
движения реальной жидкости (1.37), учитывающая лишь фор
мально силы внутреннего трения (сопротивления) посредством 
величин gfx, gf y  и gfizi выражающих проекции ускорения этих 
сил, записана в таком виде В. М. Маккавеевым в 1940 г. Ниже, 
в главе о турбулентном движении, будет раскрыто содержание 
указанных величин.

Если вместо реальной жидкости, движение которой характе
ризуется наличием внутреннего трения, рассмотреть идеальную 
жидкость, лишенную внутреннего трения, и составить уравнение
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равновесия сил, применив те же рассуждения, то придем к урав
нениям Эйлера, выведенным им в 1755 г.;

dVx ■ — У g d p  .
d t T d x  ’

dVy g d p

d t
__  pr

t d y  >

dv^ =  Z  — g d p
d t T d z  ■

(1.41)

Полные производные составляющих скоростей по времени 
определяются равенствами (1.38).

§ 6. Ламинарное и турбулентное движение жидкости

^  зависимости от деличины скорости, молекулярной вязкости 
и размеров потока течение в нем принимает, характер ламинар- 
ноТб или турбулентного движения.

V  —

б )

в)

Р ис. 1.4. П ов еден и е подкраш енной струи.
а  — в  л а м и н а р н о м  п отоке , б  — п ри  п ер е х о д н о м  

р е ж и м е  и в — в  ту р б у л е н тн о м  потоке.

При ламинарном режиме скорости в каждой точке потока 
не изменяются во времени ни по величине, ни по направ
лению. При этом режиме изменение скорости течения может 
быть связано только с изменением расхода воды в потоке. Л ам и
нарные потоки характеризуются крайне медленным перемешива
нием, которое обусловлено только молекулярной диффузией. 
Если в ламинарный поток выпускать струю раствора краски из 
тонкой трубки со скоростью, равной скорости потока, то эта 

’ струя на большом отрезке пути не будет перемешиваться с во
дами потока, сохраняя четко выраженные границы (рис. 1.4 а ).
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в  открытых потоках и в трубах скорости изменяются в пло
скости поперечных сечений. Наиболее заметное изменение 
(уменьшение) в открытых потоках наблюдается вдоль верти
калей от поверхности ко дну. В трубах скорости уменьшаются 
вдоль радиусов от центра сечения к стенке. Вопрос о характере 
распределения скоростей в потоках будет рассмотрен в специ
альном разделе настоящего курса. Здесь же пока отмечается 
качественное различие распределения скоростей в ламинарном и 
турбулентном потоках. В отличие от турбулентного потока, ха
рактеризующегося очень резким изменением скорости вблизи 
стенок и относительно выровненной эпюрой в остальной части

ось т рубы

инттщпшппштчтиппп

- ось  т рубы

ттттттттттштттгттттттптпт

Р ис. 1.5. Р асп р едел ен и е скоростей  по вертикали (слева) в откры том  
п отоке и (справа) в закры том  потоке при лам инарном  {а)  и тур бул ен т

ном (б ) р еж им ах.

сечения, в ламинарном потоке зона значительного возрастания 
скорости распространяется от стенок почти до поверхности по
тока (или до середины потока, если рассматривается течение 
в трубе). На рис. 1.5 а изображены эпюры скорости в открытом 
потоке и в трубе при ламинарном режиме течения.

Сопротивление движению в ламинарном потоке пропорцио
нально скорости в первой степени, т. е.

Сопротивл. лам. =  k^v, (1.42)

где кл. — коэффициент пропорциональности, зависящий от физи
ческой вязкости жидкости.

Главной особенностью турбулентного движения является на
блюдающееся в каждой точке потока изменение скорости по 
величине и по направлению. Это явление называется пульсацией 
скорости. Одновременно с пульсацией скорости наблюдается и 
пульсация давления. С пульсацией скоростей взаимно связан и
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процесс турбулентного перемешивания (турбулентной диффу
зии), являющийся гораздо более интенсивным (иногда в десятки 
тысяч раз и более), чем молекулярная диффузия, характерная 
для ламинарных потоков. Это подтверждается опытами с под
крашенной струей. На рис. ,1.4 в показано поведение подкрашен
ной струи жидкости в турбулентном потоке: происходит колеба
ние и интенсивное разбавление (перемешивание) струи, особенно 
на ее границах. На рис. 1.4 6 показано поведение подкрашенной 
струи при переходном режиме (от ламинарного к турбулент
ному) .

На рис. 1.5 б изображены характерные для турбулентного ре
жима эпюры скорости в открытом и закрытом (в круглой трубе) 
потоках.

Сопротивление турбулентного потока пропорционально ква
драту скорости течения, т. е.

Сопротивл. т у р б .  = ( 1 . 4 3 )

где ^т — коэффициент пропорциональности, в о0щем случае 
являющийся величиной переменной и зависящей от целого ряда 
факторов.

При недостаточно развитой турбулентности показатель сте
пени может быть меньше двух. Однако этот случай не является 
характерным для естественных потоков.

Условия перехода от ламинарного режима к турбулентному 
и от турбулентного к ламинарному исследовал О. Рейнольдс, 
который ставил опыты с подкрашенной струей, изучая ее поведе
ние в потоке. Рейнольдс нашел, что режим течения зависит от 
средней скорости потока Оср, гидравлического радиуса R  и кине
матического коэффициента вязкости воды v. Гидравлическим 
радиусом потока называется отношение площади поперечного 
сечения потока ю к смоченному периметру %, т. е.

R = ~ -  ( 1 .4 4 )

Смоченный периметр — это линия контакта потока со стен
ками или с руслом. Д ля речных потоков, отличающихся относи
тельно малой глубиной и большой шириной В, гидравлический 
радиус близок к средней глубине потока. Действительно, в этом 
случае %=В, а средняя глубина Яср определяется отношением

(1.45)

Рейнольдс составил из указанных выше трех величин (оср, R 
и v) безразмерное характеристическое число, называемое числом 
Рейнольдса (обозначается Re),

R e =  - ^ . ^  (1.46)
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в  выражение числа Re для труб иногда вместо гидравличе-, 
ского радиуса ставят диаметр трубы d (заметим, что R  трубы 
равен d /4 ), т. е. Re записывается в виде

Re = (1.47)

Подставляя размерности величиц, входящих в формулу
(1.46), легко получаем подтверждение того, что число Re дей
ствительно является безразмерным. В числителе l uc p l | . / ? l ~  
= м ^ / с е к - ,  в знаменателе — \ v \  = м У с е к .  Частное от деления этих 
величин дает безразмерную величину.

Рейнольдс экспериментально установил, что переход от ла
минарного режима к турбулентному и обратно происходит при 
определенных значениях числа Re, которые называют крити
ческими. Позднее были уточнены значения критических чисел 
Рейнольдса (табл. 1.2).

Т а б л и ц а  1.2

К ритические значения числа Р ейн ол ьдса

П оток
О п ред ел я ю щ и й  

л и нейны й  разм ер
Н и ж н ее  к р и т и ч е 

ское зн ач ен и е  
Re

В ерхн ее  к р и ти ч е 
ское зн ач ен и е  

Re

В круглой  т р у б е  .
Т о ж е .........................
В откры том к анале

R
d
R

500
2000

- 3 0 0

7 5 0 ^ 1 0 0 0
3 0 0 0 ^ 4 0 0 0

- 1 2 0 0

Ламинарный режим всегда имеет место, если число Re для 
потока получается меньше нижнего критического значения Re, 
т. е.

R ®  R® K pH T. н и ж н  »

турбулентный режим имеет место, если

R ^  ^  К ^ к р и т .  в е р х и  >

при Re, заключенном в пределах

R 6 k , < R e < R e ,-К р и т . НИЖН ^  ^ \ '^ к р и т .  в е р х н »

режим может быть и турбулентным, и ламинарным. Это от
части зависит от степени шероховатости русла или стенок 
трубы: при большей шероховатости турбулентность развивается 
при меньших значениях Re. С другой стороны, важно также и 
направление изменений характеристики потока: если поток пер
воначально имел ламинарный режим, то при возрастании ско
рости течения переход к турбулентному режиму осуществляется 
при R b k p h t . в е р х н , если скорость турбулентного потока убывает, то 
переход к ламинарному режиму осуществится, когда число Re
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, станет ниже Ескрит. нижн- В промежуточной области между двумя 
критическими значениями Re режим течения,неустойчив. В этой 
области может также наблюдаться и переходный режим, харак
теризующийся не вполне развитой турбулентностью. Следует 
отметить, что в лабораторных условиях экспериментаторам удава
лось получать ламинарный режим при числах Рейнольдса, вы ра
жающихся десятками тысяч, однако режим течения в этих 
случаях был неустойчивым. Очевидно, что в природных условиях 
возникновение ламинарного течения при числах Рейнольдса, пре
вышающих Некрит. верхн, невозможно ввиду значительной шерохо
ватости и непрямолинейности русла, воздействия ветра на вод
ную поверхность и т. д. Подробному исследованию турбулент
ного режима посвящены специальные главы настоящего курса.

§ 7. Спокойные и бурные потоки

По характеру течения потоки могут быть разделены на спо
койные и бурные, последние иногда называют стремительными.

Спокойные потоки характеризуются плавной формой водной 
поверхности. Препятствия обтекаются ими спокойно, образую
щ аяся перед препятствием зона подъема уровня плавно сопря
гается с водной поверхностью выше расположенного участка 
потока. Н а рис. 1.6 а представлена схема обтекания препятствия 
спокойным потоком. Равнинные реки, как правило, имеют спо
койный режим течения.

Свободная поверхность бурных потоков отличается крайней 
неровностью, резкие повышения поверхности воды, имеющие не
редко пенистые гребешки, чередуются с понижениями и водопа
дами. Резкие повышения (взбросы воды) именуются гидравли
ческими прыжками; они образуются в стремительных потоках 
перед препятствиями или над ними, если последние погружены 
в воду (рис. 1,6 6). Гидравлические прыжки формируются и в ме
стах уменьшения уклона дна, где имеет место переход от стреми
тельного режима к спокойному. Спокойный режим устанавли
вается при уменьшении уклона непосредственно ниже гидравли
ческого прыжка. Ниже препятствий и на участках резкого увели
чения уклона образуются водопады.

Гидравлический прыжок является остановившейся волной. 
Скорость распространения одиночной волны с на поверхности 
жидкости определяется формулой

с =  1 /^ Я  , (1.48)

где g- — ускорение силы тяжести, Я  — глубина воды.
С выводом этой формулы мы познакомимся ниже, в глаае, 

посвященной неустановившемуся движению.
34



Если средняя скорость течения Уср потока оказывается рав
ной с или превышает ее, то образующаяся у препятствия волна 
не может распространиться вверх по течению и останавливается 
в месте ее возбуждения, т. е. формируется гидравлический пры
жок. Поэтому условием существования бурного (стремитель
ного) режима является

(1-49)
Из предельного равенства

(1.50)
можно получить критерий, определяющий переход к бурному 
режиму. Д ля этого достаточно подставить в равенство (1.50)

Р ис. 1.6. О бтекание в алун а спокойным (а) и б у р 
ным (б)  потокам и.

значение с, вычисленное по формуле (1.48). В результате нахо
дим

- ^  =  1. (1-51)

Безразмерная величина, стоящая в левой части этого равен
ства, имеет большое значение в гидравлике; она именуется чис
лом (или критерием) Фруда (F r), по имени впервые получив
шего его ученого.

(1.52)

Проверим, действительно ли число Fr является безразмер
ным. Размерность числителя |  ̂ | =м^/сек^ знаменателя —
Ig’l 1Н]=мУсек^.  Отношение этих величин дает безразмерную 
величину.

3* 35



Критическое значение числа Фруда определяется равенством
(1.51), в соответствии с которым можно следующим образом 
написать условия существования спокойного и бурного режимов 
течения:

Fr <  1 — спокойный режим; |
F r >  1 — бурный режим. J (1-53)

Начинающие изучать гидравлику иногда допускают ошибку, 
отождествляя бурный режим с турбулентным. Признаки этих 
двух характеристик течения качественно различны. Спокойные 
потоки могут быть как ламинарными, так и турбулентными. 
Можно встретить и ламинарный, поток, формально характеризу
ющийся бурным режимом, правда, такой поток должен отли
чаться крайне малой глубиной. Это может быть, например, слой 
воды, стекающий по сильно наклоненному или вертикально по
ставленному стеклу, и т. д.

Бурный режим является наиболее характерным для горных 
рек. Конечно, надо иметь в виду, что и в горах могут встретиться 
реки или участки рек со спокойным режимом. Обычно ж е ' 
поверхность горных рек представляет собой систему остановив
шихся волн (гидравлических прыжков).

§ 8. Гидравлическая классификация движения воды 
в русловых потоках

Осредняя в различных точках турбулентного потока пульси
рующие скорости по относительно коротким, но достаточным для 
такого осреднения интервалам времени, мы получаем поле осре
дненных скоростей. В целях дальнейшей схематизации эти ско
рости могут быть осреднены в пространстве, например, ио попе
речным сечениям потока. Изменение во времени и по длине по
токов полученных таким образом скоростей изучается в ряде 
разделов гидравлики.

В естественных и искусственных водотоках осредненное тече
ние может отличаться изменчивостью как во времени, так и по 
длине потока. Эта изменчивость накладывает отпечаток на 
структуру течений, характер формирующейся свободной поверх
ности и требует учета при изучении действующих на поток сил. 
Поэтому оказывается необходимым учитывать инерцию водных 
масс, обусловленную изменением скорости; в общем случае она 
учитывается уже знакомыми нам членами уравнения движения:
dvxidt, dvyld t  и dvzldt.

Обратим внимание на структуру формулы полной производ
ной компоненты скорости по времени (запишем только проекцию 
на ось л:)

d t  d t  ' д х  ' У д у  ^  ^ д г  ' v • ,'
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в  случае если поток является прямолинейным и ось х направ
лена вдоль течения, поперечные компоненты скорости (vy и Vz) 
отсутствуют и выражение (1.54) примет вид

Индекс «X» при V опущен, так как v выражает здесь уже не 
составляющую скорости, а величину ее вектора. Так как в рас
сматриваемом случае

- ^  =  ^  =  0 ,  ( 1 . 5 6 )

то очевидно, что выражение (1.55) полностью учитывает уско
рение водных масс и позволяет вычислить инерцию.

Инерционный член уравнения движения, рассмотренный 
выше, относится, к элементарной струйке жидкости. Ускорение 
водных масс всего потока в целом учитывается приближенно 
выражением, аналогичным выражению (1.55), но отличающимся 
тем, что оно содержит вел'ичину средней по сечению скорости 
потока Ucp, т. е.

dvcp  dv^p dvcp
Т  =  Т  +  "’срТ -  (1-57)

Включение в уравнение движения инерционного члена даже 
в таком упрощенном виде, как представлено формулой (1.57), 
приводит к серьезным, в ряде случаев пока непреодолимым за 
труднениям в решении конкретных гидравлических задач. 
Поэтому представляется целесообразным разделить возможные 
случаи движения жидкости по характеру ускорения и построить 
решения применительно к этим случаям. Именно так и посту
пают в гидравлике. Это позволяет в каждой конкретной задаче 
принять в отношении ускорения вполне определенное предполо
жение, учитывающее главные черты движения, и получить наи
более рациональное решение.

В гидравлике выделяются следующие виды движения ж ид
кости: 1) установившееся равномерное движение, называемое

просто равномерным ’ 2) установившееся нерав

номерное, обычно называемое неравномерным

.'ср 3) неустановившееся движение (  .

Последний вид движения является наиболее сложным.
Изучению перечисленных видов движения посвящены специ

альные разделы гидравлики.
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Рассмотрим более детально каждый из этих видов движения.
Если при постоянстве течения во времени сохраняется неиз

менность вдоль потока уклона водной поверхности, глубины и 
скорости течения, сохраняется параллельность между дном и 
свободной поверхностью, то течение будет равномерным. Д ля 
бесприточного участка потока с неизменным во времени расхо
дом воды достаточным условием равномерности течения явля
ется неизменность площади и формы поперечного сечения потока 
по его длине. Последнее обусловливает и постоянство скорости 
вдоль потока. Заметим, что искривление оси потока (например.

/ створ И створ
Р ис. 1.7. С в ободн ая  п оверхность потока при неустанови в

ш ем ся движ ении.'
а —  п о л о ж е н и е  в о л н ы  п а в о д к а  в  м о м ен ты  в р е м е н и  U и  н а  п р о 
д о л ь н о м  п р Ь ф н л е  п о т о к а  (О — у р о в ен ь , о тв е ч а ю щ и й  ' у с т а н о в и в ш е 
м у с я  р е ж и м у , п р е д ш е с т в о в а в ш е м у  н а с ту п л е н и ю  п а в о д к а ) ,  б  — п р о 

х о ж д е н и е  п а в о д к а  ч е р е з  ство р  I , в — то  ж е  ч е р е з  ст во р  П .

в меандрирующих реках) приводит к перераспределению скоро
стей в поперечных сечениях при переходе от створа к створу, что 
создает нарушение равномерности течения для отдельных (бере
говых, стрежневых) струй потока. В этом случае, несмотря на 
неизменность средней скорости вдоль потока, течение в строгом 
смысле не является равномерным. Тем не менее в ряде задач 
гидравлики указанной неравномерностью пренебрегают, относя 
течение к категории равномерного движения.

Неравномерным движением называют такое движение, при 
котором гидравлические элементы потока (скорость, глубина, 
площадь поперечного сечения, уклон водной поверхности) изме
няются вдоль продольной оси потока. Если при этом скорость и 
уклон уменьшаются, а глубина и площадь поперечного сечения 
увеличиваются, течение будет замедленным; уклон свободной 
поверхности такого потока меньше уклона дна. Течение назы
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вается ускоренным, если скорость и уклон вдоль потока возра
стают, а глубина и площадь сечения уменьшаются. Неравномер
ное движение разделяется на медленно и быстро (внезапно) 
изменяющееся. К первому виду движения относятся случаи 
с плавным изменением вдоль потока указанных выше величин, 
ко второму, внезапно изменяющемуся движению, относятся 
гидравлический прыжок, гидравлический водопад и разные слу
чаи изменения поперечного сечения потока в искусственных тру
бопроводах и каналах.

Перейдем теперь к рассмотрению неустановившегося движе
ния. При неустановившемся движении воды в открытом потоке 
(так называются потоки, поверхность которых имеет непосред
ственный контакт с атмосферой) его расход, площадь попереч
ного сечения, скорость, глубина и уклон в каждом фиксирован
ном створе изменяются во времени, а для любого заданного мо
мента времени эти величины оказываются переменными вдоль 
потока. На рис. 1.7 а дано положение водной поверхности потока 
при неустановившемся режиме движения в моменты времени U 
и и. Эти же моменты времени показаны на графиках уровней 
(рис. 1.7 6 и в),  построенных для створов I и II. На этих ство
рах прослеживается перемещение волны повышения уровня 
(волны паводка). Графики ti и h  можно назвать мгновенными 
продольными профилями волны паводка.

Неустановившееся движение в закрытых напорных потоках 
(в трубах) для каждого поперечного сечения характеризуется 
изменением расходов и скорости течения во времени. В длинных 
трубах постоянного сечения при неустановившемся режиме на
блюдается иногда заметное изменение скорости и расхода также 
и по длине потока, что обусловлено сжимаемостью жидкости и 
деформацией труб.

§ 9. Общая характеристика речных потоков

Течение рек не остается неизменным во времени. Формирова
ние речного потока происходит в определенной физико-геогра- 
фической обстановке, и режим рек реагирует на все метеороло
гические и гидрологические процессы, происходящие в пределах 
речного бассейна.

Весьма характерной является связь между процессами, про
исходящими в пределах речных бассейнов, и режимом расходов 
и уровней равнинных рек территории нашей страны. Весеннее 
таяние снега приводит к увеличению расходов рек. Появляется 
множество временных водотоков, которые несут свои воды 
в реки. Расходы талых вод могут быть пропущены речным рус
лом только при более высоких, чем обычно, уровнях. Происходит 
подъем уровня, начинается паводок (или половодье). Уровень 
поднимается до некоторого максимума, а затем по прекращении
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стока с бассейна начинает снижаться (рис. 1.8). Наивысший уро
вень принято называть пиком паводка (половодья). После поло
водья наступает период летней межени, характеризующийся от
носительно небольшими расходами. Наблюдающиеся в это 
время иногда значительные подъемы уровня связаны с выпа
дением дождей. Осенью в связи с увеличением осадков и умень
шением испарения нередко наблюдается некоторое иногда зна
чительное нарастание расходов. Зимой расходы и уровни, как 
правило, низкие.

Весенние паводки наших равнинных рек отличаются относи
тельно медленным подъемом уровней и еще более медленным

/ // /// /V V V! VII vm IX X XI хп t

Р ис. 1.8. Г раф ик уровней  равнинной реки »
(р. К лязьм а у  г. В ладим ира, 1932 г .).

спадом. Чем больше река, тем дольше, как правило, продолжа
ется паводок. Нередко паводки имеют не один, а два и даже 
более пиков. Во время паводков пойма обычно затопляется, так 
как русло не в состоянии пропустить большие паводочные 
расходы.

Горные реки характеризуются частой сменой повышений и 
понижений расходов и уровней. Это обусловлено климатиче
скими особенностями горных районов, в высокогорных зонах ко
торых весьма часты дожди и ливни, а резкая смена температуры 
вызывает то интенсивное таяние снега и ледников, то накаплива
ние твердых осадков.

На малых равнинных и горных реках в период таяния снега 
наблюдается суточный ход уровней, что связано с суточным хо
дом солнечной радиации и температуры воздуха.

Паводки могут быть вызваны не только изменением расходов, 
но и временными изменениями пропускной способности русла, 
например, за счет завалов русла или зимой при заторах или
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зажорах; изменение уровней происходит такж е вследствие силь
ного зарастания русла водной растительностью и т. д.

Искусственное регулирование рек в целях их энергетического 
или транспортного освоения или водопользования оказывает су
щественное влияние на их режим. Создание на реках плотин 
с регулирующей емкостью в верхнем бьефе (т. е. с водохранили
щем) изменяет режим расходов и уровней рек. Ниже плотины 
(в нижнем бьефе) создается весьма своеобразный режим расхо
дов и уровней, связанный с режимом работы гидростанции и 
шлюзов. Нередко осуществляют искусственное регулирование 
режима нижнего бьефа, поддерживая путем периодических 
попусков необходимые для судоходства уровни воды. Характер
ной особенностью режима нижних бьефов гидростанций с суточ
ным регулированием является наличие хорошо выраженных 
суточных паводков.

Как правило, на большинстве рек нарастание уровней и рас
ходов во время паводков происходит относительно медленно. Это 
позволяет в ряде случаев применить к речным потокам уравне
ние установившегося движения. Разумеется, специальное изуче
ние речных паводков может быть выполнено только при исполь
зовании аппарата, относящегося к случаю неустановившегося 
движения.

Особенностью речных потоков является также неравномер
ность течения. При движении вдоль реки можно наблюдать че
редование сравнительно широких и узких участков русла, глу
боких и мелких. Изменяются вместе с этим и площади попереч
ного сечения потока. Участки с замедленным течением сменяются 
участками с ускоренным течением. Хорошо выраженные глубо
ководные участки русла называются плёсами, а мелководные — 
перекатами. В период межени на перекатах уклоны водной по
верхности и скорости течения больше, чем на плёсах. Глубины 
на перекатах иногда весьма малы. Поэтому перекаты на судо
ходных реках часто создают серьезные затруднения судоходству 
и требуют затраты значительных усилий на дноуглубление или 
другие меры по обеспечению достаточных глубин. Нередко тече
ние реки разделяется островами на рукава-протоки, что также 
ведет к неравномерности течения. Фактором неравномерности 
течения речного потока является сложность конфигурации реч
ного русла как в отношении плановых очертаний, так и в отно
шении формы продольного профиля.

Итак, характерным для речного потока является чередование 
участков с ускоренным течением и участков, имеющих замед
ленное течение. В среднем на достаточно больших участках реч
ных потоков не наблюдается тенденция к уменьшению или уве
личению скорости по длине реки. Именно поэтому* рассматривая 
течение, осредненное по длине достаточно больших участков реки 
(охватывающих плёс и перекат или несколько плёсов и пере
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катов), его относят к категории равномерного. Как видим, под 
равномерным движением речного потока подразумевается осо
бая категория движения, являющаяся равномерным в среднем 
для достаточно больших участков рек.

Одностороннее изменение, например уменьшение скорости 
течения реки, наблюдается в условиях подпора от плотины или 
притока, впадающего ниже по течению (в период паводка на 
последнем). Ускоренное движение, сопутствуемое формированием 
кривой спада, может наблюдаться, например, на притоке, впа
дающем в нижний бьеф, во время паводка, если река сильно 
зарегулирована и значительная часть паводочного стока удержи
вается в верхнем бьефе. Эти случаи движения речного потока 
должны рассматриваться как неравномерное движение с исполь
зованием соответствующих методов гидравлики. В равной мере 
те же методы должны использоваться и при изучении коротких 
участков речного потока, когда оказывается необходимым учиты
вать переход от плёса к перекату или от переката к плёсу.

§ 10. О внутренней структуре речных потоков

Почти все естественные открытые потоки имеют турбулент
ный режим течения. Исключение представляют мельчайшие пер' 
вичные ручейки, формирующиеся на склонах бассейна во время 
снеготаяния или вьшадения жидких осадков. Течение в таких ру
чейках может иметь переходный или даж е ламинарный режим. 
Д ля всех речных потоков характерен турбулентный режим.

Выше, при рассмотрении особенностей турбулентного движе- 
ния, было отмечено, что главной чертой турбулентного движения 
является пульсация скоростей по величине и направлению. Пуль
сация скоростей обусловлена тем, что внутри турбулентного по
тока в различных направлениях перемещаются жидкие объемы 
разных размеров, имеющие более или менее выраженные инди
видуальные особенности, такие, как, например, величина отно
сительной скорости перемещения в потоке, направление относи
тельного перемещения, угловая скорость вращательного движе
ния, средний размер и др. .

Эти объемы называют иногда структурными элементами тур
булентного потока, или пульсационными индивидуумами. Турбу
лентный поток целиком состоит из таких структурных элементов. 
Пространства между крупными элементами заполнены более 
мелкими. Если внутри потока зафиксировать какую-либо непод
вижную точку, то через эту точку будут проходить с различными 
относительными скоростями и по разным траекториям структур
ные элементы. При помещении прибора для измерения скорости 
в указанную точку мы будем получать хронограмму мгновенных 
скоростей, отрезки которой будут показывать значения скорости 
перемещения структурных элементов. Чередование структурных
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элементов, проходящих через точку измерения, обнаруживается 
на хронограмме скорости резкими увеличениями и уменьще- 
ииями мгновенной скорости, т. е. их пульсациями.

Поскольку гидрологам приходится заниматься измерениями 
скоростей, надо всегда отдавать себе отчет в том, какая скорость 
должна измеряться — мгновенная или осредненная, и в зависи
мости от этого применять соответствующую, методику и приборы. 
Чаще всего приходится измерять осредненную во времени ско
рость. Продольная составляющая этой скорости определяет рас
ход реки. При достаточно длительном выдерживании прибора 
в точке через нее успеет пройти значительное число различных 
структурных (пульсационных) индивидуумов потока, что дает 
возможность получить осредненную скорость в точке и найти ее 
продольную и поперечные компоненты.

Пульсационные индивидуумы в общем случае обладают не 
только различной скоростью, но и различным содержанием взве
шенных и растворенных веществ, различной температурой. По
этому в турбулентном потоке, как правило, наблюдается пульса
ция мутности, температуры и концентрации солей. Чем неравно
мернее то или иное вещество или температура распределены 
в потоке, тем больше будет их пульсация.

Пульсация концентрации будет отсутствовать в турбулентном 
потоке только в случае равномерного распределения в нем соот
ветственно взвешенных или растворенных веществ. При изотер
мии будет отсутствовать пульсация температуры.

Турбулентное перемешивание всегда направлено на выравни
вание температуры, мутности, скорости и т. д. Но не всегда та 
кое выравнивание-может быть достигнуто. Во многих случаях 
неоднородность поля той или иной величины поддерживается 
внешней (по отношению к процессу перемешивания) причиной. 
Так, например, неоднородность поля мутности поддерживается 
тем, что под влиянием силы тяжести тяжелые частицы взвеси 
■опускаются в придонный слой потока, который, кроме того, до
полнительно обогащается наносами за счет их смыва с поверхно
сти русла. Неоднородность поля скорости поддерживается тре- 
лием дна, неоднородность температурного поля — нагреванием 
или охлаждением воды с поверхности и т. д.

Остановимся кратко на вопросе о распределении по верти
кали и по ширине речного потока осредненной скорости (т. е. 
скорости, получаемой при достаточно длительном выдерживании 
■прибора в точке, что позволяет исключить турбулентную пульса
цию) .

Скорости течения меняются по вертикали примерно так, как 
показано на рис. 1.9. Наибольшая скорость расположена у по
верхности, наименьшая — у дна; последняя обычно не принимает 
нулевого значения. Средняя скорость по вертикали, как правило, 
близка к скорости на глубине 0,6 от полной глубины вертикали.
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поверхность

Ветер и лед меняют характер распределения скорости по вер
тикали речного потока, это изменение поясняется рис. 1 .1 0 .

При вычислении расхода воды производят осреднение ско
рости течения по вертикали. Чтобы получить элементарный рас
ход q, умножают среднюю скорость Vcp на глубину вертикали Я. 
Значения q для отдельных вертикалей используются при вы

числении расхода воды по
тока.

Средняя скорость Ucp по 
ширине реки меняется до
вольно плавно. Она оказы
вается тем больше, чем 
больше глубина и чем боль
ше местный (на данной вер
тикали) продольный уклон/. 
При постоянстве I  по шири
не реки распределение Ucp 
связано только с распреде
лением глубин. Заметим, что 
скорость течения на урезах, 
как правило, не равна нулю.

Одной из особенностей движения воды в реках является не- 
параллелоструйность течений, которая наблюдается как на пря
мых участках рек, так и на закруглениях, где проявляется осо
бенно резко. Сущностью непараллелоструйного течения является

дно

Р и с .  1.9. Х а р а к т е р н а я  э п ю р а  р а с п р е д е 
л е н и я  с к о р о с т и  п о  в е р т и к а л и  р е ч н о г о  

п о т о к а .

Р и с .  1 .10 . В л и я н и е  л ь д а  ( а )  и  в е т р а  (б )  н а  р а с п р е д е л е н и е  с к о р о с т е й
п о  в е р т и к а л и .

1 —  эпю ра при отсутствии ветра, 2 — при ветре, направленном  по течению,
3 —  при ветре, направленном  против течения.

различие в направлении скоростей в различных точках верти
кали. Начерченные на плане участка реки векторы скоростей, 
измеренных на различных расстояниях от поверхности, распола
гаются веерообразно. Каждый из этих векторов можно разло
жить на продольную и поперечную составляющие скорости 
(в плоскости поперечного сечения, нормального осредненному 
направлению течения).

Поперечные компоненты скоростей называют поперечными 
скоростями, а образуемые ими течения —  поперечными тече
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ниями. Из условия неразрывности движения жидкости вытекает 
обязательное условие замкнутости поперечных течений при ус
тановившемся движении жидкости. Именно поэтому поперечные 
течения нередко называют поперечными циркуляциями. В попе
речном сечении потока наблюдается от одного до нескольких 
замкнутых циркуляционных течений. В наиболее распространен
ном случае одно из циркуляционных течений занимает основную 
часть площади поперечного сечения, а другие циркуляции имеют 
второстепенное значение. В месте сопряжения циркуляционных 
течений их скорости совпадают по величине и по направлению. 
В соответствии с этим два соседних циркуляционных течения 
должны иметь обязательно различные направления вращения 
(различные знаки). На свободной поверхности потока можно 
проследить располагающуюся вдоль потока линию (полосу) 
встречи двух циркуляционных течений. Такое течение называют 
сбойным. При наличии на поверхности сбойного течения у дна 
формируется расходящееся течение. В других случаях наблю
дается расходящееся поверхностное и сходящееся донное те
чение.

Наиболее частым случаем поперечных течений являются те
чения, возникающие на закруглении речного потока, и более сла
бые течения, формирующиеся под влиянием ускорения Корио
лиса (обусловленного вращением Земли).

Г л а в а  I I  

ГИДРОСТАТИКА 

§ 1. Гидростатическое давление и его свойства

В главе I указывалось, что давление жидкости является нор
мальной силой, т. е. силой, действующей по нормали к поверх
ности. Давление в покоящейся жидкости называется гидроста
тическим.

Гидростатическое давление (напряжение) р определяется 
пределом

Ж -. <2 -1 )

где Р — сила давления, действующая на некоторую площадку со, 
выделенную в покоящейся жидкости.

Рассмотрим основные свойства гидростатического давления. 
Первое свойство заключается в том, что гидростатическое да
вление на любую произвольно выделенную в неподвижной жид
кости площадку действует в направлении внутренней нормали 
(рис. 2.1). Это положение очевидно из следующих соображений.
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Если бы сила давления р в покоящейся жидкости была на
правлена не по нормали к площадке действия, то ее можно было 
бы разложить на две составляющие, одна из которых напра
влена по нормали, другая pi по касательной к площадке дейст
вия. Поскольку жидкость находится в покое, то касательное 
напряжение существовать не может, поэтому рг=0. Предположе
ние о том, что сила может быть направлена по внешней нор
мали, также неверно, так как это привело бы к разрыву жид-_ 
кости.

Следовательно, в покоящейся жидкости действует сила да
вления р = р п ,  направленная по внутренней нормали к площадке

действия. Эта сила не вызывает на
рушения равновесия жидкости, так 
как при действии на выделенную 
внутри жидкости площадку уравно
вешивается силой, действующей по 
внешней нормали с противополож
ной стороны площадки.

Второе свойство гидростатиче
ского давления состоит в том, что ве
личина давления не зависит от ори
ентировки (угла наклона) той пло
щадки, на которую оно действует. 
Для пояснения рассмотрим условия 
равновесия призмы, мысленно выде
ленной в неподвижной жидкости 
(рис. 2 .2 ).

равна единице, остальные стороны 
величины которых оказываются при 
площадям соответствующих граней

призмы, а объем призмы будет равен - ^ а  • & • 1 .

На призму действует объёмная сила —  сила тяжести G, выра
жаемая формулой

7

Р и с .  2 .1 . Д а в л е н и е  ж и д к о с т и  
н а  к р и в о л и н е й н ы е  п о в е р х н о с т и ;

Пусть ширина призмы 
обозначим через а, Ь я с, 
этом численно равными

(2 .2 )

где у —  удельный вес жидкости.
Запишем условия равновесия сил, действующих на выделен

ный объем жидкости в направлении координатных осей х, у  я г. 
По оси л:

по оси у

или

COS а  =  0; 

- д с  cos Р -  О +  РьЬ =  О, 

р,с  cos р - f  аЬ — РьЬ =  0 .

(2.3)

(2.4)

(2.5)
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По оси 2  давление на грани, обращенные, к нам и от нас, вза- 
имно уравновешивается, поскольку силы давления равны и на
правлены во взаимно противоположные стороны.

Замечая, что
ccosa =  a; 
ccosp =  &,

преобразуем уравнения (2.3) и (2.5), разделив первое из них 
на а, а второе на Ь. После соответствующих преобразований по
лучим следующие равенства;

Р а - P c  =  Q'-.

Р с - ^ а - р ь  =  0.
(2 .6 )

п р и з м ы .

Будем уменьшать призму до бесконечно малого размера та
ким образом, чтобы ее форма в плоскости хоу не менялась, 
а размер в направлении оси z  оставался равным единице. При 
таком уменьшении призмы соотношение действующих сил не из
менится. Для бесконечно малой призмы со стороной а -^0  урав
нения (2 .6 ) окончательно могут быть записаны в виде

(2.7)

Здесь Ра, рь 'Ц Рс- 
вление действия.

Р а  Р с 1 

Р с =  Р ь -

-давления в точке, имеющие разное напра
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Таким образом, мы доказали, что гидростатическое давление 
в точке в различных направлениях одинаково и не зависит от 
ориентировки площадки действия давления.

§ 2. Уравнения равновесия покоящейся жидкости. 
Распределение давления в жидкости

В § 5 главы I были получены дифференциальные уравнения 
движения жидкости (1.37). В случае покоящейся жидкости ско
рость и компоненты ускорения равны нулю:

dVx
d t

dv^ d v .
d t d t (2 .8 )

Ввиду отсутствия движения также равны нулю и силы сопро
тивления, т. е.

<?Л =  ̂ /у  =  5-Л==0- (2.9)

Подставляя равенства (2.8) и (2.9) в систему уравнений
(1.37), получим общие дифференциальные уравнения равнове
сия покоящейся жидкости;

X -

Y-

Z -

g др
7 д х

g д р

Т ду

g д р

7 д г

=  0 ; 

=  0 ; (2 .1 0 )

где X, Y, Z — проекции ускорения массовой силы на соответст
вующие координатные оси. В случае неподвижной жидкости 
единственной массовой силой является сила тяжести, действую- 
щая всегда по нормали вниз. Располагая систему координат 
таким образом, чтобы ось у  была направлена вертикально вверх, 
а оси л и г  горизонтально, можем написать

^ = = 0 ;

Z = 0 ;

(2 .1 1 )

здесь
вниз.

-g'—  ускорение силы тяжести, направленное по вертикали



Подстановка полученных значений проекций ускорения силы 
тяжести в дифференциальные уравнения равновесия покоящейся 
жидкости (2 .1 0 ) приводит к следующим равенствам:

— О-дх

7 ду 

^ = 0 -

Ввиду независимости давления от координат х к z, о чем
др др •

свидетельствуют равенства заключаем, что пол

ная и частная производные от функции р{у)  (при независимости 
ее от времени) совпадают, и поэтому можно записать:

др dp . 
ду dy *’

откуда
d p = ^ ^ d y .  (2 .1 2 )

Интегрирование уравнения (2.12) для однородной жидкости, 
характеризующейся постоянством плотности по всем координат
ным направлениям, а следовательно, и постоянством удельного 
веса жидкости у, дает

Р =  +  (2.13)

Здесь Cl —  произвольная постоянная интегрирования, кото
рую определим из условий ла поверхности жидкости, где да
вление равно внешнему давлению ро, т. е. р = р о .  Если поверх
ность жидкости непосредственно соприкасается с атмосферой, то 
внешнее давление на поверхности жидкости равно атмосферному 
давлению на этом уровне. Поверхность жидкости, имеющей кон
такт с атмосферой, называют свободной поверхностью. Приняв 
за начало отсчета по оси у  уровень поверхности жидкости, приме
няем уравнение (2.13) к точке, расположенной на поверхно
сти ( у = 0 ),

tO +  Q -
Отсюда находим произвольную интегрирования Ci=po. Урав

нение (2.13) можно записать в виде

Р =  Р о - 1 У -  (2.14)

Введя вместо вертикальной координаты у  глубину погруже
ния точки, в которой определяется давление, т. е. принимая
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h = — у, получим следующую запись уравнения распределения 
давления по вертикали:

P =  Po +  lh-  ( 2 . 1 5 )

Как видно, полное гидростатическое давление р в некоторой 
точке складывается из давления на поверхности и добавочного 
гидростатического давления, выражающегося величиной yh, ко
торая численно равна весу столба жидкости высотой h с осно
ванием, равным единице.

Обозначив добавочное гидростатическое давление через р*, 
можем записать

p * ^ ^ f i = p - p o -

Добавочное гидростатическое давление показывает, насколько 
полное давление на глубине h превышает давление на поверх
ности.

В открытых сосудах, водоемах, гидротехнических сооруже
ниях, имеющих свободную поверхность, добавочное гидростати
ческое давление выражает разность между полным гидростати
ческим и атмосферным давлением и называется манометриче
ским давлением (обозначаем рт)

Pnt =  P — PlLT-
Из уравнения (2.15) следует, что в покоящейся жидкости, 

имеющей постоянную плотность, давление меняется по верти
кали, а вдоль горизонтальных поверхностей (это отмечалось и 
выше) оно остается неизменным. Таким образом, горизонталь
ные поверхности в покоящейся жидкости оказываются поверхно
стями равного давления, или так называемыми изобарическими 
поверхностями. Одной из таких поверхностей является свобод
ная поверхность жидкости, где р = const=рат-

В однородной жидкости ускорение силы тяжести нормально 
изобарическим поверхностям, являющимся взаимно параллель
ными. Следует иметь в виду, что для больших водоемов, соизме
римых с размерами земного шара, нельзя игнорировать сферич
ность изобарических поверхностей, в том числе и свободной по
верхности. Изобарические поверхности детально исследуются 
в океанологии и динамической метеорологии, где приходится 
сталкиваться с неоднородной по плотности жидкостью и где эти 
поверхности могут иметь весьма сложную форму.

§  3 .  О с н о в н о е  у р а в н е н и е  г и д р о с т а т и к и .  С п о с о б ы  в ы р а ж е н и я

д а в л е н и я

Уравнение гидростатики (2.13) можно представить следую
щим образом:
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Поскольку в жидкости с постоянной плотностью const,

можно записать

- +  у =  const. (2.16)

Это уравнение или уравнение (2.15) называют основным урав
нением гидростатики.

Ро=Щ
По Пд

пРг

0-

щ

Р о - 0

I Ро'^Рат

Vi

У2 Уз

Рз

- о  ■
Р и с .  2 .3 . Г и д р о с т а т и ч е с к и й  Н д  и  п ь е з о м е т р и ч е с к и й  
Я р  н а п о р ы , п р и в е д е н н а я  й п р  и  п ь е з о м е т р и ч е с к а я  Л р 

в ы с о т ы .

Применив уравнение (2.16) к различным точкам однородной 
жидкости, наполняющей сосуд, изображенный на рис. 2.3, по
лучим

^  +  У1 ==-Y- +  y2 =  const. (2.16')

Здесь Pi и р2 —  полное гидростатическое давление в точках 1 
и 2 ; и г/ 2  —  вертикальные координаты этих точек относительно 
горизонтальной плоскости сравнения О— 0 .

Величина — , так же как и у, имеет размерность длины
Y

т*/м̂

и носит название п р и в е д е н н о й  в ы с о т ы  д а в л е н и я  /гд р .
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Для того чтобы пояснить, чему равна приведенная высота 
^пр, обратимся к рис. 2.3. Пусть на уровне точки yi  к отверстию 
в стенке сосуда присоединена запаянная сверху тонкая изогну
тая трубка Яо, из которой предварительно выкачан воздух. То
гда под влиянием гидростатического давления в сосуде жидкость 
в трубке поднимется на некоторую высоту . Жидкость нахо
дится в равновесии, поэтому давление в точке 1 со стороны 
трубки должно уравновешивать полное гидростатическое давле
ние р 1 со стороны сосуда, т. е. будет иметь место равенство

Т Ч . = ^ ^ 0  +  Т̂ 1  =  А -  (2.17)

Отсюда находим

« п р , ----- ^  •

Очевидно, что для точки 2 можно записать

h —" п р г ----  ^

Приведенная высота давления йдр —  это такая высота столба 
жидкости в трубке (при условии наличия в ней полного разреже
ния воздуха), которая способна создать давление, равное пол
ному гидростатическому давлению в рассматриваемой точке 
жидкости. Приведенная высота используется для выражения 
полного гидростатического давления в единицах длины.

Напишем уравнение (2.16'), подставив в него вместо —  ве- 

личину Лпр

А пр. +  У1 =  А пр, +  Уз =  const. (2.18)

Сумма приведенной высоты давления в данной точке и вер
тикальной координаты этой точки над горизонтальной плоско
стью сравнения называется ги д р о с т а т и ч е с к и м  н а п о р о м  Hs  жид
кости в данной точке. Величину Hs  измеряют относительно 
выбранной заранее плоскости сравнения (рис. 2.3).

Из уравнения (2.18) следует, что Яз=соп81, т. е. во всех 
точках покоящейся однородной жидкости величина Hs  одина
кова.

Рассмотрим теперь условие равновесия жидкости в точке 3, 
на уровне которой уз к отверстию изображенного на рис. 2.3 
сосуда присоединена изогнутая и открытая сверху трубка П  —  
пьезометр. Как и в предыдущем случае, давление в точке 3 со 
стороны жидкости в открытом пьезометре должно уравновеши
вать полное гидростатическое давление в этой точке со стороны 
жидкости в сосуде.
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Ат +  Т^Ра=^о +  Т^з==>з- (2.19)

Из формулы (2.19) находим

^ — Рлт _ Рт

И Л И

С л е д о в а т е л ь н о ,

=  +  (2 .2 0 )

Высота hp называется п ь е з о м е т р и ч е с к о й  в ы с о т о й ;  через нее 
выражают добавочное (манометрическое) давление. Из равен
ства (2 .2 0 ) видно, что в тех случаях, когда давление на поверх
ности жидкости равно атмосферному (ро=Рат), пьезометриче
ская высота hp равна глубине погружения рассматриваемой 
точки.

Очевидно, что для одной и той же точки пьезометрическая 
высота всегда меньше приведенной высоты давления на высоту 
столба жидкости, соответствуюш,ую величине атмосферного дав
ления

=  (2 .2 1 )

П ь е з о м е т р и ч е с к и м  н а п о р о м  Н-р в данной точке по отношению 
к горизонтальной плоскости сравнения О— О называется сумма 
вертикальной координаты этой точки над плоскостью сравнения 
и пьезометрической высоты h^

H ,  =  hp +  y .  (2 .2 2 )

Имея в виду, что

записываем

=  Апр -  ^  +  У =  Я ,  -  ^ . (2.23)

Величины Hs  и являются постоянными, поэтому Яр =
Y

= const, т. е. пьезометрический напор является также постоян
ным для всех точек покоящейся жидкости.

Теперь рассмотрим закон Паскаля. Предположим, что жид
кости, находящейся в замкнутом сосуде, через поршень сообщено 
внешнее давление ро. Запишем полное гидростатическое давле
ние для трех точек жидкости в сосуде, согласно уравнению 
(2.15),

А = А  +  Т-̂ 1.' Р2 =  Ро +  1^2', P s ^ P o  +  ' fh ,
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в этих выражениях переменной величиной, влияющей на ве
личину давления в рассматриваемых точках, является глубина h\ 
величина же внешнего' давления ро для всех точек одинакова. 
Следовательно, внешнее давление передается во все точки жид
кости без изменений, другими словами, изменение внешнего 
давления в одной какой-либо точке покоящейся жидкости пере
дается всему ее объему. В этом и заключается закон Паскаля.

Гидростатическое давление может быть выражено тремя спо
собами:

а) в единицах силы на единицу площади, например в кг1см^ 
или т*/м^, где кг и т* приняты как единицы силы; б) в атмо
сферах, причем принимаемое за единицу атмосферное давление 
равно 1,033 кг/см^— 10,33 т*1м̂ \ давление, равное 1 кг1см^, на
зывается технической атмосферой; в) высотою столба жидкости, 
уравновешивающей давление в рассматриваемой точке жидко
сти. Нормальное атмосферное давление уравновешивается стол
бом воды высотой 10,33 ж и высотой столба ртути 0,760 м 
(760 мм). Одна техническая атмосфера отвечает высоте водя
ного столба, равной 1 0  ж.

В метеорологии атмосферное давление измеряют в барах и 
миллиметрах. 1 бар равен 1,019 кг/см^ и соответствует высоте 
ртутного столба, равной 750,08 мм. Единицами давления в одну 
тысячную бара, т. е. миллибарами (мб), пользуются для выра
жения давления при составлении барических карт атмосферы, 
применяемых при прогнозах погоды.

Для измерения гидростатического давления существует ряд 
приборов. Избыточное давление (превышающее атмосферное) 
p * = y h p  измеряется пьезометрами и манометрами, а давление 
меньше атмосферного —  вакуумметрами.

Пьезометры применяются для измерения небольших давле- 
ний —  десятых и сотых долей атмосферы; для измерения 
значительных давлений применяют жидкостные манометры, 
заполняемые жидкостью с большим удельным весом, например 
ртутью.

Ртутный манометр представляет собой U-образную стеклян- 
ную трубку, колено которой заполнено ртутью. Один конец 
трубки присоединяется к сосуду, давление в котором измеряется, 
второй конец остается открытым. Добавочное гидростатическое 
давление измеряется пьезометрической высотой hp —  разностью 
уровней ртути в обоих коленах трубки

P * = l h p = l 3 , 6 h p  т*1м\

Ртутные манометры отличаются большой точностью, но вслед
ствие громоздкости для измерения больших давлений не при
меняются.
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Для измерения высоких давлений применяются пружинные 
стрелочные манометры. Вакуумметры показывают недостаток, 
давления до атмосферного. Они бывают как жидкостными, так. 
и пружинными и по своему устройству похожи на манометры..

§  4 .  Д а в л е н и е  н а  с т е н к и

Рассмотрим вопрос об определении давления на горизонталь
ную стенку. Общее давление dP, действующее на элементарную- 
площадку, размер которой равен d®, определяется соотношением.

d P  =  pdis>.

Напряжение давления во всех точках горизонтальной стенкк 
постоянно и равно

Р =  +

где h —  глубина погружения стенки. Суммарная сила давления! 
Р  на горизонтальную стенку выражается равенством

P  =  pw,
или

=  +  (2.24)

Последнее выражение можно записать таким образом;

Р  =  рдШ-{--^Ьа). (2.25>

Эта формула применяется для вычисления полного суммар
ного давления на горизонтальную стенку.

Если интерес представляет только избыточное давление (ма
нометрическое) , то вычисление ведется по формуле

Я * = 7 /гсо. (2.26)

Уравнение (2.24) поясняет так называемый гидростатический 
парадокс, заключающийся в том, что давление жидкости на дно- 
сосудов различной формы, но одинаковой высоты и с одинаковой, 
площадью дна оказывается одинаковым.

Перейдем к вопросу о давлении на наклонную плоскую' 
стенку. Определим суммарную силу манометрического давления 
на наклонную стенку постоянной ширины Ь, изображенную на 
рис. 2.4. Обозначения, принятые в формулах, указаны на ри
сунке.

Давление на элементарную площадку da,  обозначаемое че
рез dP (значок * опускаем), выразится равенством

dP^^-ihdu),
причем da  =  Ь dy.
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Из рисунка видно, что

Sin  а

где а  —  угол, образуемый поверхностью жидкости и стенкой. 
После подстановок получим

lbd P  =
s in  а

hdh .

Интегрируем это уравнение:

Постоянная интегрирования Ci в данном случае равна нулю, 
так как при h — 0 Р = 0  (на свободной поверхности манометри-

Р и с .  2 .4 . Э п ю р а  г и д р о с т а т и ч е с к о г о  д а в л е н и я  
н а  н а к л о н н у ю  с т е н к у .

(ось у  имеет начало у поверхности воды и расположена 
вдоль стенки).

ческое давление равно нулю). Таким образом, окончательно на
ходим

lbР  =
2 s in  а

(2.27)

Эта формула дает общую величину силы манометрического 
давления на стенку в пределах от поверхности до глубины h. 
Если нижний край стенкй находится на глубине Н, то давление 
на всю стенку будет равно

lb 
2  s in  а

Я 2 . ( 2 .2 8 )

56



при той же глубине давление на вертикальную стенку (а =  
=90°; s in a = l)  того же размера определяется равенством

Я =  (2.29)

Сравнивая это равенство с равенством (2.28), видим, что дав
ление на наклонную стенку можно выразить через давление на 
вертикальную стенку ^

/ ^ „ а к л = ^  ИЛИ Р н а к л = ^ .  (2.30)

где р —  угол между наклонной и вертикальной стенками.
Определим теперь давление на вертикальную треугольную 

стенку.
Предположим, что треугольная стенка имеет форму равно

бедренного треугольника с основанием В, расположенным вро
вень со свободной поверхностью воды и с вершиной, обращенной 
вниз. Полная высота стенки Н, ширина стенки на глубине к  
равна Ь, причем

b =  B  — 2kh,
где

k-
Н  '

Дифференциал площади определяется равенством

d̂ si =  bdh .

После подстановки получим

di^ =  {8 — 2kh)dh.

Дифференциал давления выражается следующим образом: 

d P =  pd4i =  '^h{B — 2kh)dh.

Интегрируем это уравнение и определяем произвольную по* 
стоянную интегрирования при учете граничного условия: сво
бодной поверхности h = Q  отвечает манометрическое давление
Рт =  0 .

Суммарное давление на всю стенку от ее вершины до осно' 
вания выразится равенством
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Подставив значение k, получим окончательную формулу сум
марного манометрического давления на вертикальную треуголь- 
)ную стенку

(2.31)

Аналогичным способом можно получить общую формулу для 
силы гидростатического давления на плоскую стенку произволь
ного очертания

-P =  i3o“  +  T-̂ u.T“ . (2.32)

еде Лц. т —  глубина погружения центра тяжести площади стенки.

Гидростатическое давление на погруженное в воду тело на
глядно может быть изображено в виде эпюры давления. По
строим эпюры гидростатического давления на плоскую верти
кальную стенку, испытывающую давление со стороны верхнего 
и нижнего бьефов, уровни в которых различны (рис. 2.5). Вос
пользуемся равенством

/  ̂=  Лт +  Т^.

С обеих сторон от стенки на свободную поверхность 
жидкости действует одно и то же атмосферное давление рат. 
Графики Рат со стороны верхнего и нижнего бьефов изобра
жаются вертикальными прямыми, отстоящими от стенки на рас
стоянии, равном Рат. Обычно в гидротехнике при исчислении 
давления не принимают в расчет атмосферное давление рат, 
так как его действие в верхнем и нижнем бьефах взаимно урав-
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новешивается, а строят лишь эпюру избыточного (манометриче' 
ского) давления p * = y h .

Избыточное давление на стенку пропорционально глубине h 
погружения некоторой точки этой стенки от поверхности жидко
сти. Удельный вес жидкости у  определяет угловой коэффициент 
уравнения прямой p * = y h .  Для воды коэффициенту y = 1  отве- 
чает прямая, проведенная под углом 45° к стенке. Эпюры избы
точного давления на вертикальную стенку со стороны бьефов 
изображаются равнобедренными прямоугольными треугольни
ками, катеты которых равны глубинам погружения стенки (тре
угольники A B C  и EFG  на рис. 2.5, причем А В = В С = Н и  EF —  
=  FG=F[z) .  Результирующее давление на стенку равно разно
сти площадей эпюр давления по обеим сторонам стенки и изо
бражается трапецией ABKD.

Так так суммарное давление на единицу ширины плоской 
прямоугольной стенки равно площади эпюры давления, то рав
нодействующая сил избыточного давления Р, действующая по 
нормали к стенке, должна проходить через центр тяжести эпюры 
давления.

Центр давления — это точка приложения равнодействующей 
силы гидростатического давления. В случае плоской прямоуголь
ной стенки он находится в точке пересечения оси симметрии 
стенки с перпендикуляром, опущенным из центра тяжести эпюры 
давления. Центр давления расположен всегда на оси симметрии 
стенки ниже ее центра тяжести.

При построении эпюр давления на наклонную стенку орди
наты yh должны откладываться перпендикулярно к стенке, 
а глубины исчисляться по вертикали независимо от наклона 
стенки.

Определим среднее значение давления (напряжения) на пло
скую стенку. Эта величина выражается равенством

Р
Рср  (О ’

где Р —  суммарная сила давления на стенку.
Найдем выражения среднего значения давления для рас

смотренных выше случаев давления на плоские стенки, разделив 
величины суммарного давления [см. формулы (2.28), (2.29) в
(2.31)] на соответствующие значения площадей стенок.

Для наклонной стенки постоянной ширины (см. рис. 2.4) по
лучим

^bm
Р  2 s in  я    п п  V

Лр =  1 Г  =  — 67Г- =  Т— • (2.33)
sin iz
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среднее напряжение давления на вертикальную прямоуголь
ную стенку выразится, очевидно, равенством

, Я27*-
Р  2 Н
ш ь н  2  ’ (2.34)

а среднее давление на вертикальную треугольную стенку опре
деляется следующим образом:

=  ^  =  (2-35)
"г”

Заметим, что центр тяжести прямоугольной стенки располо
жен на глубине Я/2 как при вертикальном, так и при наклонном 
ее положении, а центр тяжести треугольника, имеющего осно
вание на поверхности воды и верщину на глубине Я, расположен 
на расстоянии Я/3 от поверхности. Следовательно, формулы
(2.33), (2.34) и (2.35) представляют собой не что иное, как вы
ражения давления в центрах тяжести рассматриваемых фигур, 
т. е.

Рср ' ^Р а .т
Таким образом, мы пришли к выводу, что среднее давление 

(напряжение давления) на плоские фигуры равно давлению 
в центрах тяжести этих фигур. Сила давления на плоскую стенку 
равна произведению смоченной площадки стенки на давление 
в центре ее тяжести. Для вычисления давления на стенку доста
точно найти глубину погружения центра тяжести ее смоченной 
части и определить давление в этой точке. Произведение найден
ного давления на площадь погруженной в воду части стенки 
дает силу давления на стенку.

Сила давления Р на криволинейную поверхность вычисляется 
по ее составляющим Рх, Pz, Ру на координатные оси х, z  в  у, при 
этом

р = У  p l ^ p l  +  p i .  (2.36)

Проекции силы давления вычисляются по формулам:

Р =  Т̂ Ц. т дг“ д-;

P z = т^ц- т ;

Р у  —  Т ^Ц . т

в которы х сож, fflz И соу —  Проекции криволинейной поверхности  на 
координатны е плоскости yOz, хОу и хОг. И н дек сам и  при величине со
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показана нормаль к соответствующей проекции площадки. 
Именно по этой нормали и действует составляющая давления. 
Через  ̂ и ^ обозначены глубины погружения

' центров тяжести проекций площадей.
В отношении проекции, направленной по вертикали (Ру), за

метим ,что иначе она может быть выражена формулой
(2.38)

Р и с .  2 .6 . Э п ю р ы  г и д р о с т а т и ч е с к о г о  д а в л е н и я  н а  ц и л и н д р и 
ч е с к у ю  п о в е р х н о с т ь .

где —  так называемый объем тела давления, т. е. объем, об
разуемый телом, ограниченным снизу криволинейной стенкой, 
сверху свободной поверхностью жидкости, а с боков вертикаль
ной цилиндрической поверхностью с направляющей, которая 
совпадает с контуром подводной части изучаемой криволинейной 
стенки.

Рассмотрим давление на цилиндрическую поверхность. Оно 
будет иметь две составляющие, так как координатные оси можно
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расположить таким образом, чтобы одна из них была 
параллельна образующей цилиндра. Пусть образующая ци
линдра горизонтальна и перпендикулярна к плоскости чер-̂  
тежа хОу (рис. 2.6), тогда цилиндрическая поверхность будет про
ектироваться на эту плоскость в виде кривой АВ.  Проекция силы 
давления на ось з будет равна нулю. Равнодействующая силы 
давления на цилиндрическую поверхность выразится равенством

p = y p l  +  p l ,

причем горизонтальная составляющая окажется равной давле
нию на плоскую вертикальную прямоугольную стенку {BiB на 
рис. 2.6 а или Л С на рис. 2.6 6 ), представляющую собой проек
цию цилиндрической поверхности на плоскость yOz. Она может 
быть выражена площадью эпюры давления CBiB (рис. 2 . 6  а) 
или CiAC (рис. 2.6б).

Очевидно, что
№

Рх =  Л ~ ^ -

Вертикальная составляющая давления на рассматриваемую 
цилиндрическую поверхность равна весу жидкости в объеме тела 
давления ограниченного контурами BiAB  (рис. 2.6 а) или 
ABiB  (рис. 2 .6 б), т. е.

Заметим, что в зависимости от формы цилиндрической по
верхности и ее расположения по отношению к жидкости верти
кальная составляющая давления р у  может быть как положитель
ной, направленной вниз (надавливающий эффект, рис. 2 . 6  а), так 
и отрицательной, направленной вверх (выталкивающий эффект 
(рис. 2.6 6 ). Зная составляющие р х  и р у ,  можно определить ве
личину и направление силы давления Р по правилу параллело
грамма (рис. 2.6). Угол наклона равнодействующей Р к гори
зонту определится одним из следующих соотношений:

Р у  . Р г  Р у  I=  sina; -^^= co s a ; _ i -  =  tga.
Р  ' Р  '  Р х

Центр давления D, являющийся точкой приложения равно
действующей силы давления Р, может быть определен графиче
ски. Он расположен на проекции цилиндрической поверхности 
на плоскость чертежа АВ,  в точке пересечения ее с вектором Р. 
При этом вектор Р должен проходить под углом а к горизонту 
через точку пересечения составляющих рх и ру или прямых, их 
продолжающих (рис. 2 .6 ).

62



Рассмотрим полностью погруженное в воду тело, имеющее 
форму прямоугольного параллелепипеда, который расположен 
таким образом, что две его грани параллельны водной поверх
ности. Следует найти равнодействующую гидростатического дав
ления, приложенного к параллелепипеду, изображенному на 
рис. 2.7.

Сила гидростатического давления, действующая на правую 
грань, уравновешивается силой, действующей на левую грань;

§  5 .  П л а в а н и е  т е л

также уравновешиваются силы давления, действующие на грани, 
обращенные к нам и от нас, таким образом для боковых граней 
имеем:

p^ah — p^ah =  0 ;
р ф к  —  pQbh =  0.

Давление на верхнюю (/) и нижнюю [2) грани (рис. 2.7) 
соответственно будет равно:-

A  =  / ’o +  T^i;

А  =  Л  +  Т^2 -

Значения полной силы давления, очевидно, определятся сле
дующим образом:

Р2 =  А “ =  Л “ +  тМ -
6 3

(2.39)



Здесь со —  площадь поверхности верхней и нижней граней.
Вычислим равнодействующую сил давления.

Р =  Р2 — Л  =  Т“ №  — ^i). (2.40)
но

^ 2  т- Al =  h.

Итак, равнодействующая сил гидростатического давления 
определяется равенством

(2.41)

Объем параллелепипеда выражается зависимостью

а вес воды в объеме параллелепипеда F-s определяется произве
дением

(2.42)

Сравнивая равенства (2.46) и (2.47), приходим к выводу, что

P  =  F , .  (2.43)

Это соотношение является краткой записью закона Архимеда, 
который более подробно можно изложить так: равнодействую
щая гидростатического давления, оказываемого на погруженное 
в воду тело, равна весу воды в объеме, вытесненном телом, или 
иначе —  тело, погруженное в воду, теряет в своем весе столько, 
сколько весит вытесненная им вода. Именно эта потеря веса и 
равна равнодействующей гидростатического давления.

Заметим, что наш вывод был сделан применительно к слу
чаю объема, имеющего форму параллелепипеда. Однако, тело 
любой формы может рассматриваться как составленное из эле
ментарных параллелепипедов, поэтому доказанный выше закон 
является общим для тел любой формы.

Рассмотрим теперь условия плавучести тел. Тело, погруженное 
в жидкость, находится под влиянием двух сил: силы тяжести 
(веса тела) G, действующей по вертикали сверху вниз, и подъ
емной силы — равнодействующей давления Р, равной весу вы
тесненной телом жидкости P = y V  (здесь V-— объем вытесненной 
телом жидкости) и направленной по вертикали снизу вверх. 
В зависимости от соотношения веса G погруженного в воду 
тела и равнодействующей давления Р  возможны три случая:

а) вес тела больше веса вытесненной им жидкости ( G > P )  —  
тело тонет;

б) вес тела равен весу вытесненной им жидкости при полном 
погружении ( G — P) —  тело находится во взвешенном состоянии, 
т. е. плавает внутри жидкости в состоянии безразличного равно
весия;
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в) вес тела меньше подъемной силы давления {G <. Р ) —  
тело всплывает и будет плавать при частичном погружении, от
вечающем равенству между полным весом тела и весом выте
сняемой им жидкости.

Точка приложения подъемной силы Р (т. е. равнодействую
щей давления, которая равна весу жидкости в объеме, вытеснен
ном плавающим телом) именуется центром давления. Она со
впадает с центром тяжести объема жидкости, вытесненной пла
вающим телом, и называется также центром водоизмещения 
(обозначаем буквой D).  Линия 0— 0, проходящая через центр 
тяжести тела С и центр водоизмещения D, называется осью пла
вания. Разные положения этой линии показаны на рис. 2.8, где 
изображены тела подводного плавания. Если тело находится

Р и с .  2 .8 . С и л ы , д е й с т в у ю щ и е  н а  т е л о ,  п о г р у ж е н н о е  в  ж и д к о с т ь .

(рис. 2.8 а). При крене ось плавания занимает наклонное поло
жение, в результате чего образуется вращающая пара сил, кото
рая может либо вернуть тело в первоначальное положение 
(рис. 2 .8 б), либо увеличить крен (рис. 2 .8 в).

Способность тела, плавающего в неподвижной воде, восста
навливать равновесие после прекращения действия внешней 
силы, вызвавшей нарушение равновесия, называется с т а т и ч е 

с к о й  о с т о й ч и в о с т ь ю .

Рассмотрим условие остойчивости тела при подводном пла
вании, т. е. при полном его погружении. Обращаясь к рис. 2.8, 
видим, что в том случае, когда центр водоизмещения \D лежит 
выше центра тяжести С, пара сил Р и О стремится уничтожить 
крен и восстановить первоначальное положение, если же центр 
давления лежит ниже центра тяжести, то силы Р я С образуют 
пару, стремящуюся увеличить крен. Следовательно, можно сде
лать вывод: тело, плавающее под водой, обладает статической 
остойчивостью, если центр водоизмещения находится выше цен
тра тяжести.
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Рассмотрим условия остойчивости тела при надводном пла
вании. Покажем, что при надводном плавании тело может со
хранять остойчивость и в том случае, если центр тяжести его 
расположен выше центра водоизмещения. В случае крена объем 
водоизмещения изменит свою симметричную форму и центр 
водоизмещения переместится из начального положения D на оси 
плавания, совпадающей с осью симметрии О— О, в точку D'  
(рис. 2.9). Условие остойчивости в данном случае определится 
положением точки пересечения вертикальной линии действия 
подъемной силы при крене, проведенной через точку D ' , с осью 
плавания О— 0. Эта точка называется метацентром и обозначена 
на рис. 2.9 буквой М. Расстояние между центром водоизмещения D

и метацентром М  называется метацентрическим радиусом р, 
расстояние от центра тяжести С до метацентра называется мета- 
центрической высотой т. Величина т  считается положительной, 
если метацентр расположен выше центра тяжести.

Как видно из схем действия сил (рис. 2.9 а и 2.9 б) , тело, 
плавающее на поверхности, сохраняет остойчивость в том случае, 
если метацентр М  лежит выше центра тяжести С (при этом по
следний может находиться выше центра водоизмещения D); если 
же метацентр М  расположен ниже центра тяжести С, то пара 
сил Р и G стремится увеличить крен.

Таким образом, условия остойчивости плавающего на поверх
ности тела можно записать следующим образом: 

равновесие устойчивое, если т = р  —  а > 0 , 
равновесие неустойчивое, если т — р —  а < 0 , 
равновесие безразличное, если т = р  —  й==0 .
Полученные соотношения применимы лишь при малых углах 

крена ( а с  15°). Остойчивость судов при значительных углах 
крена рассматривается в специальных курсах.
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РАВНОМЕРНОЕ УСТАНОВИВШЕЕСЯ ДВИЖЕНИЕ 
В ТРУБАХ, КАНАЛАХ И РЕКАХ

§ 1. Напорное и безнапорное движение жидкости. 
Уравнение равномерного движения в трубах

В гидравлике различают напорное и безнапорное движение 
жидкости. Напорным называется такое движение жидкости, при 
котором поперечное сечение потока ограничено со всех сторон 
твердыми стенками, а давление в любой точке потока отличается 
от атмосферного.

Безнапорным движением называется такое, при котором лишь 
часть сечения потока ограничена твердыми стенками, а другая 
часть свободно сообщается с атмосферой; давление на поверх
ности такого потока равно атмосферному давлению на уровне 
свободной поверхности. Движение воды в реках и в открытых 
каналах является безнапорным.

На рис. 3.1 приведены примеры напорного (а) и безнапор
ного (б) потоков. На рисунке показаны пьезометрические трубки, 
подведенные к разным точкам периметров поперечных сечений 
потоков. Через ро обозначено атмосферное давление. Давление 
в точках e n d  напорного потока равно соответственно рс и pd, 
причем р с > р 0 и Pd>po.  В безнапорном потоке на свободной 
поверхности, в точке е, давление равно ро, т. е. атмосферному, 
а в точке f больше атмосферного на величину p f — yhf, где hf —  
высота столба жидкости в потоке над точкой f.

Движение жидкости в трубах большей частью является на
порным. Примером могут служить обычные городские водопро
воды, напор в которых позволяет подавать воду на верхние 
этажи многоэтажных зданий. Нередки, однако, случаи и безна
порного движения в трубах, когда часть сечения трубы остается 
незаполненной водой и сообщается с атмосферой. Движение 
сточных вод в канализационных трубах часто является безна
порным.

' Рассмотрим равномерное установившееся напорное движение 
воды в круглой трубе, имеющей постоянное поперечное сечение, 
т. е. отвечающее условиям:

ди dv

Г л а в а  III

dt дх 
со =  const, Q== const,

где Ой —  площадь поперечного сечения трубы.
Чтобы составить уравнение движения, обратимся к изобра

женной на рис. 3.2 схеме потока и выяснйм, какие силы
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Р и с .  3 .1 . С х е м ы  н а п о р н о г о  ( а )  и  б е з 
н а п о р н о г о  ( б )  п о т о к о в  (ро  —  а т м о 

с ф е р н о е  д а в л е н и е ) .

Пьезометры

Р и с .  3 .2 . С х е м а  к  в ы в о д у  у р а в н е н и я  р а в н о м е р н о г о  д в и ж е -  
,н и я  н а п о р н о г о  п о т о к а .



действуют на контрольный объем, ограниченный сечениями /  и 2  и 
имеющий длину Ах. Через gi и ga на рисунке показаны высотные 
отметки (уровни) центров тяжести сечений /  и 2  над горизон
тальной плоскостью сравнения 00. Наклон продольной оси трубы 
по отношению к плоскости 00 равен углу а. Превышение центра 
сечения 1 над центром сечения 2 равно Аг, т. е.

Слева и справа на выделенный объем действует гидростати
ческое давление, оно приложено к ограничивающим объем по
верхностям поперечных сечений /  и 2  и равно соответственно р\ 
и р2 . Полная сила давления на каждое из этих сечений опре
делится произведением давления р на площадь сечения ш. Ре
зультирующая полной силы давления Рр определится разностью

Рр =  =  « (А —  а )- (3.1)

Сила тяжести F, приложенная к центру тяжести М  контроль
ного объема, выражается равенством

F  Д х .

Найдем составляющую силы тяжести по направлению дви
жения X

Fjc —  Y® Д х  s i n  а. ( 3 . 2 )

Сила гидродинамического сопротивления для турбулентного 
потока пропорциональна квадрату средней скорости течения Уср, 
а также поверхности трения, которая в рассматриваемом случае 
равна произведению где % —  смоченный периметр, т. е. пе
риметр поперечного сечения трубы. Обозначим через Т силу со
противления и напишем

T =  k x ^ x v \ ^ ,  (3.3)

где k —  коэффициент пропорциональности.
Уравнение движения составляется по условию равновесия 

действующих сил, т. е.
F ,  +  P ,  =  T.  (3.4)

Подставляя значения входящих в уравнение (3.4) величин, 
находим

7«) Д х  s i n  а  +  W (/>1 —  а )  =  kj.  .

Разделим все уравнение на

+  =  ( 3 .5 )
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На рис. 3.2 изображены пьезометрические трубки, устано
вленные в сечениях 1 и 2. По высоте напора в этих трубках hi 
и hi получаем давЛения pi и рг. Очевидно, что

A = ^ A  +  T^i;

А  =  А  +  Т^2 . 
где ро —  атмосферное давление.

Р \ ~ Р ч  _  h  —  h^
■\Ах Ах

Легко заметить, что

Ах Ах '
Подставим два последних равенства в выражение (3.5) и на

пишем
1 ' Ъ<гр'

- ^ ( ! ; i  +  A ,-C 2 - A , )  =  - ^ ;  (3.6)

в правую часть этого равенства введен гидравлический радиус

R — .V
1 . г  .

Через и на рис. 3.2 обозначены значения пьезометри
ческого напора соответственно в сечениях /  и 2

Сн. =  !;2 +  А2 -

Введем понятие пьезометрического уклона, который будем 
обозначать через /п и выражать следующим равенством:

Ах Ах '

Теперь уравнение равномерногб движения в трубе приобре
тает вид

/ п =  4 4 ^ -  (3-7)

В этой формуле величина k  является опытным коэффициен
том. Его принято выражать двояким способом: через коэффи
циент С, именуемый коэффициентом Шези, или через безразмер
ный коэффициент трения Я.

В первом случае
k Г 
т ~  С2 ’
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в о  в т о р о м
X

8^  :

где g  —  ускорение силы тяжести.
Получаем два варианта записи уравнения равномерного дви

жения в трубах:

г.. .̂..1

I

Это так называемое уравнение Шези, 

й второй вариант

[ г _  /
J J  и  --------

I

ср

S g R
(3.9)

Учитывая, что для круглой трубы

„  U) я£ ) 2 D

(где D —  диаметр, а г —  радиус трубы), записываем выражение
(3.9) следующим образом:

,  ,.2
/ п  =

ср
D  2 g

(3.10)

Эта формула называется формулой Вейсбаха— Дарси. Для 
потока с вполне развитым турбулентным режимом коэффициент К

зависит только от относительной шероховатости — , где А —

высота выступов шероховатости стенок трубы.
В ряде случаев основное уравнение равномерного движения 

записывают в виде

-R I . .

где X —  касательное напряжение на границе потока и стенки.
Рассмотрим более детально формулу Шези (3.8), которая 

для напорного потока в трубе может быть записана следующим 
образом:

^ с р = - ^ У Ж . (3.11)

Коэффициент С является величиной переменной. Эксперимен
тально установлено, что С зависит от шероховатости стенок
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трубы п и гидравлического радиуса и может быть выражен фор
мулой

С = А д ' /« = ± ( о . ) ' / «  ,3.12)

Эта формула называется формулой Маннинга. Заметим, что, 
подобно коэффициенту Я, коэффициент С может быть предста
влен как функция относительной шероховатости.

Коэффициент Шези широко используется в гидравлике от
крытых русел и содержится во многих расчетных формулах, от
носящихся как к простым, так и к очень сложным задачам. 
В связи с этим более подробное рассмотрение коэффициента С 
выполнено ниже в разделе о равномерном движении открытых, 
потоков.

Полученные в настоящем параграфе формулы позволяют ре
шать многие задачи о течении воды в трубах постоянного сече
ния. Формулы (3.8).—  (3.10) дают возможность непосредственно 
определить пьезометрический уклон в трубопроводе, обеспечи
вающий заданную скорость течения в нем. Пьезометрический 
уклон, обеспечивающий заданный расход воды Q в трубопро
воде, находится по формуле

а расход соответственно выражается зависимостью

Q = < , c v w : .

§ 2. Уравнение равномерного установившегося движения 
открытого потока

Выделим в потоке двумя сечениями 1 и 2, перпендикуляр
ными поверхности и дну, некоторый объем длиной Ал; (рис. 3.3) . 
Величина объема будет выражаться равенством

V  =  (О Ах,

где 0) —  площадь поперечного сечения потока.
Покажем на рисунке действующие силы: 1) массовую силу —  

силу тяжести F, 2) равнодействующую силу гидродинамического 
давления, 3) гидродинамическое сопротивление.

Начнем с рассмотрения равнодействующей силы гидродина
мического давления Рр, действующей на выделенный объем,

где
А  == А  +  Т^1 .

А  =  А  +  Т^2-
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Подставляя два последних равенства в первое, находим

=  -  h^).

Поскольку принято условие неизменности поперечного сече
ния по величине и форме и наличие постоянного уклона водной 
поверхности, очевидно, что глубина центра тяжести сечения бу
дет одинаковой для поперечников 7 и 2, т. е. h i— кг. Отсюда сле
дует, что

Рр =  0 .

Рассмотрим теперь действие силы тяжести F. Очевидно, что 

f  = ~ { V ’ =  L x .

Р и с .  3 .3 . С х е м а  к  в ы в о д у  у р а в н е н и я  р а в н о м е р н о г о  д в и 
ж е н и я  о т к р ы т о г о  п о т о к а .

Составляющая силы тяжести по оси у, т. е. величина Fy, 
уравновешивается реакцией дна и не оказывает влияния на дви
жение жидкости в направлении оси х. Движение определяется 
составляющей силы тяжести Fx, т. е. ее проекцией на направле
ние движения.

—  fV  sin а =  Дх sin а. (3.13)

Составляющую силы тяжести Fx можно назвать активной си
лой, поскольку она вызывает поступательное движение жидко
сти. Выполненное выше рассмотрение действующих сил пока
зало, что в данном случае имеется только одна активная сила, 
именно Fx- Поскольку движение установившееся и равномерное, 
постольку эта сила должна уравновешиваться силой гидродина
мического сопротивления (трения) Т. Величина Т пропорцио
нальна поверхности трения %hx {% —  смоченный периметр). При 
турбулентном движении сопротивление всего потока в целом
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пропорционально квадрату средней скорости течения &ор- По
этому можем написать ;

T  =  t iAx4}i^ ,  (3.14)

где k  —  обобщенный коэффициент пропорциональности.
Итак, записываем

F x  =  T. (3.15)'

Подставляя значения Fx и Т, получаем 

jw Дл; sin а =  kx  ^

или

7 -^ s in a  =^'Уср; (3.16)

sin а  можно определить через падение Аг свободной поверхности 
и длину отсека потока Ал:, т. е.

Агsina =  - ^ .

Это отношение называют уклоном свободной поверхности по
тока. Будем обозначать его через I, т. е.

/ = ^ = s i n a .  (3.17)

Это точное выражение уклона. В гидравлике и в гидрологии 
при малых значе'ниях уклона часто используют приближенное 
выражение этой величины, принимая

где Axi — расстояние между створами, измеряемое по горизон
тальной линии. Как известно, такие расстояния показаны на то
пографических планах и картах.

Величину коэффициента пропорциональности k, как и в пре
дыдущем разделе, записываем следующим образом:

к  ^  ,

где с, как и выше, —  коэффициент Шези.
Приходим к следующей записи уравнения:

~  “̂ ср •

Вместо отношения —  сюда введен гидравлический радиус 
X

потока.
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Окончательно приходим к следующему виду уравнения:

/  =  ̂ .  (3.19)

Это и есть уравнение установившегося равномерного движе
ния жидкости (уравнение Шези). Для очень широких открытых 
потоков можно принять R ^ H c p ,  где Яср —  средняя глубина по

тока в поперечном сечении (Я ср=-^,’’ для широкой реки В^% ) .

Для данного случая уравнение записывается так:

А
icp

Разрешая полученное уравнение относительно скорости, бу
дем иметь наиболее часто встречаемую запись уравнения Шези

'̂Ср
или

v , ,  =  C V W .  (3.21)

4.,p =  c y 7 V .  (3.22)

Для открытых потоков, как и для закрытых, коэффициент С 
не является величиной постоянной, а зависит от глубины и шеро
ховатости русла.

Здесь отметим очень важное свойство турбулентного потока, 
т. е. зависимость его сопротивления от шероховатости русла. По
токи, имеющие ламинарный режим, характеризуются незави
симостью сопротивления от шероховатости; их сопротивление 
связано исключительно с физической вязкостью воды.

В турбулентных потоках сопротивление определяется турбу
лентной (или виртуальной) вязкостью, которая в свою очередь 
зависит от характерных величин потока: глубины, скорости те
чения и шероховатости русла. Чем более гладкое русло, тем 
меньше при прочих равных условиях интенсивность турбулент
ного перемешивания, виртуальная вязкость, а следовательно, и 
сопротивление Т и, наоборот, чем больше шероховатость, тем 
больше виртуальная вязкость и сопротивление Т.

Для нахождения С, как указывалось выше, существует ряд 
эмпирических формул. В первую очередь надо отметить формулу 
Маннинга (3.12), которая для открытого широкого потока запи
сывается так:

(3.23)

здесь п —  коэффициент шероховатости, который находится, пО 
специальным эмпирическим таблицам. В табл. 3.1 приведены
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Таблица 3.1
Значения коэффициента шероховатости п каналов и труб

Характер стенки, русла

И с к л ю ч и т е л ь н о  г л а д к и е  п о в е р х н о с т и  (п о к р ы т ы
э м а л ь ю ) ................................................ ..............................................

О т л и ч н а я  ш т у к а т у р к а  и з  ч и с т о г о  ц е м е н т а  , . 
О т л и ч н а я  ц е м е н т н а я  ш т у к а т у р к а  (с  п р и м е с ь ю  >/з 

п е с к а ) ;  н о в ы е  г о н ч а р н ы е  и  м е т а л л и ч е с к и е  х о 
р о ш о  у л о ж е н н ы е  т р у б ы  ......................................................

В о д о п р о в о д н ы е  т р у б ы  в  н о р м а л ь н ы х  у с л о в и я х ;
х о р о ш о  б е т о н и р о в а н н ы е  с т е н к и .................................

Н е с к о л ь к о  з а г р я з н е н н ы е  т р у б ы ;  б е т о н и р о в а н н ы е  
с т е н к и  в  с р е д н и х  у с л о в и я х  . . . . . . . .

К а н а л ы ,  п о к р ы т ы е  у с т о й ч и в ы м  и л и с т ы м  с л о е м ,
н а х о д я щ и е с я  в  о т л и ч н о м  с о с т о я н и и ..........................

К а н а л ы  в  п л о т н о й  г л и н е ;  з е м л я н ы е  к а н а л ы  в о  
в п о л н е  у д о в л е т в о р и т е л ь н о м  с о с т о я н и и  . . . .  

З е м л я н ы е  к а н а л ы  в  у с л о в и я х  н и ж е  с р е д н е г о ;
р е ч н ы е  р у с л а  в  о ч е н ь  б л а г о п р и я т н ы х  у с л о в и я х  

К а н а л ы ,  н а х о д я щ и е с я  в  п л о х и х  у с л о в и я х ;  р у с л а  
р е к ,  н а х о д я щ и е с я  в  о т н о с и т е л ь н о  б л а г о п р и я т 
н ы х  у с л о в и я х  . . . . . .  ........................................

0,009
0 , 0 1 0

0 , 0 1 1

0 , 0 1 2

0,014

0,018

0 , 0 2 2

0,025

0,035

значения п  для каналов и труб. Формулой Маннинга наиболее 
часто пользуются длз речных потоков и для каналов. Для ка
налов нередко используется также формула Н. Н. Павловского,, 
имеющая вид

(3.24)

переменный показатель формулы у  определяется зависимостью 

у =  2,5/г +  0 ,1 3 -0 ,7 5 ‘| / '^ ( / г ё '- 0 , 1 ) .  (3.25)

Другими формулами для коэффициента С (так, например, 
формулами Базена и Гангилье— Куттера) в настоящее время 
пользуются редко. Эти формулы можно найти в любом старом 
курсе гидравлики.

Существенное значение в речной гидравлике имеет формула 
Штриклера, которую можно привести к виду

С ^ 3 3
Я, ср

d
Ve (3.26)

где d  —  некоторое среднее значение диаметра частиц донных от
ложений в мм.
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оси потока (рис. 3.4) и оказывается криволинейной. Уклон вод
ной поверхности выражается равенством

1 =  - ^ ,  (3.31)
где Аз —  падение.

Предположим, что на двух профилях заданы отметки водной
поверхности и ^  (рис. 3.4). Разность отметок запишется так:

дс=С 2 - е ;1

(по правилу нахождения приращения из последующей величины 
вычитается предыдущая). Через разность отметок может быть 
представлен уклон

/ = - ^ .  (3.32)

Р и с .  3 .5 . П о с т р о е н и е  г р а ф и к а  м о д у л я  р а с х о д а  K ( t ) -

Очевидно, что падение Аг и разность отметок связаны равен
ством

Д г = - Д С .

При положительном уклоне
Д г> 0 , Д!;<0.

При отрицательном уклоне

Д г< 0 , ДС>0.

Среднюю скорость у ср в уравнении (3.30) можно представить 
через расход Q, деленный на площадь сечения потока, тогда

> - 1 ^ -  (3.33)

в гидравлике используется некоторая величина, называемая 
модулем расхода; она обозначается через К  и определяется ра
венством

/С = С со /Я е р . (3.34)

Модуль К  имеет размерность расхода, т. е. м^1сек.
Коэффициент Шези С вычисляется по одной из формул, помС' 

щенных в предыдущем разделе. Содержащийся в формуле коэф
фициент шероховатости п находится по таблице, составленной 
для речных потоков (табл. 3.2).
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Таблица 3.2
Значения коэффициентов шероховатости для естественных водотоков 

(по М. Ф. Срибному, с сокращениями)

№ категории Характеристика русла
Коэффициент
шероховатости

п

1 Е с т е с т в е н н ы е  р у с л а  в  в е с ь м а  б л а г о п р и я т н ы х  у с 
л о в и я х  (ч и с т ы е , п р я м ы е ,  н е з а с о р е н н ы е  с о  с в о 
б о д н ы м  т е ч е н и е м )  .................................................................... 0 ,0 2 5

2 Р у с л а  п о с т о я н н ы х  в о д о т о к о в  р а в н и н н о г о  т и п а  
( п р е и м у щ е с т в е н н о  б о л ь ш и х  и  с р е д н и х  р е к )  в 
б л а г о п р и я т н ы х  у с л о в и я х  с о с т о я н и я  л о ж а  и  т е 
ч е н и я  в о д ы . П е р и о д и ч е с к и е  п о т о к и  ( б о л ь ш и е  и  
м а л ы е )  п р и  о ч е н ь  х о р о ш е м  с о с т о я н и и  п о в е р х 
н о с т и  и  ф о р м ы  л о ж а ............................................................ 0 ,0 3 3

3 С р а в н и т е л ь н о  ч и с т ы е  р у с л а  п о с т о я н н ы х  р а в н и н 
н ы х  в о д о т о к о в ,  в  о б ы ч н ы х  у с л о в и я х  и з в и л и с 
т ы е , с  н е к о т о р ы м и  н е п р а в и л ь н о с т я м и  в  н а п р а в 
л е н и и  с т р у й  и л и  ж е  п р я м ы е ,  н о  с  н е п р а в и л ь 
н о с т я м и  в  р е л ь е ф е  д н а  (о т м е л и ,  п р о м о и н ы , м е 
с т а м и  к а м н и ) .  З е м л я н ы е  р у с л а  п е р и о д и ч е с к и х  
в о д о т о к о в  (с у х и х  л о г о в )  в  о т н о с и т е л ь н о  б л а 
г о п р и я т н ы х  у с л о в и я х  ..................................................... 0 ,0 4 0

4 Р у с л а  б о л ь ш и х  и  с р е д н и х  р е к  з н а ч и т е л ь н о  з а с о 
р е н н ы е , и з в и л и с т ы е  и  ч а с т и ч н о  з а р о с ш и е ,  к а 
м е н и с т ы е , с  н е с п о к о й н ы м  т е ч е н и е м . П е р и о д и 
ч е с к и е  (л и в н е в ы е  и в е с е н н и е )  в о д о т о к и  с  к р у п 
н о г а л е ч н ы м  и л и  п о к р ы т ы м  р а с т и т е л ь н о с т ь ю  
( т р а в о й  и  п р .)  л о ж е м .  П о й м ы  б о л ь ш и х  и  с р е д 
н и х  р е к , с р а в н и т е л ь н о  р а з р а б о т а н н ы е ,  п о к р ы 
т ы е  т р а в о й  и  ч а с т и ч н о  к у с т а р н и к о м  . . . . 0 ,0 5 0

5 Р у с л а  п е р и о д и ч е с к и х  в о д о т о к о в ,  с и л ь н о  з а с о р е н 
н ы е  и  и з в и л и с т ы е . С р а в н и т е л ь н о  з а р о с ш и е ,  
н е р о в н ы е , п л о х о  р а з р а б о т а н н ы е  п о й м ы  р е к  
(п р о м о и н ы , к у с т а р н и к и ,  д е р е в ь я  с  н а л и ч и е м  з а 
в о д е й ) .  Г а л е ч н о - в а л у н н ы е  р у с л а  г о р н о г о  т и п а .  
П о р о ж и с т ы е  у ч а с т к и  р а в н и н н ы х  р е к  . . . . 0 ,0 6 7

6 Р е к и  и  п о й м ы , в е с ь м а  з н а ч и т е л ь н о  з а р о с ш и е  (с о  
с л а б ы м  т е ч е н и е м ) ,  с  б о л ь ш и м и  г л у б о к и м и  п р о 
м о и н а м и . В а л у н н ы е  р у с л а  г о р н о г о  т и п а ,  т е ч е 
н и е  б у р н о е ,  п е н и с т о е  . ..................................................... 0 ,0 8 0

7 П о й м ы  т а к и е  ж е ,  к а к  в  п р е д ы д у щ е й  к а т е г о р и и ,  
н о  с  с и л ь н о  н е п р а в и л ь н ы м  к о с о с т р у й н ы м  т е ч е 
н и е м , з а в о д я м и  и  п р . Г о р н о - в о д о п а д н о г о  т и п а  
р у с л а ,  с  к р у п н о в а л у н н ы м  и з в и л и с т ы м  с т р о е 
н и е м  л о ж а ,  п е р е п а д ы  я р к о  в ы р а ж е н ы  . . . . 0,100

8 Г о р н ы е  р е к и  п р и м е р н о  т е  ж е ,  ч т о  и  в  с е д ь м о й  
к а т е г о р и и .  Р е к и  б о л о т н о г о  т и п а  ( з а р о с л и ,  к о ч 
к и , м е с т а м и  п о ч т и  с т о я ч а я  в о д а ) .  П о й м ы  с  
о ч е н ь  б о л ь ш и м и  м е р т в ы м и  п р о с т р а н с т в а м и ,  с  
м е с т н ы м и  у г л у б л е н и я м и  ( о з е р а м и  и  п р .)  . . . 0 , 1 3 3

9 Г л у х и е  п о й м ы  ( с п л о ш ь  л е с н ы е ) ........................................ 0,200
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/  =  (3.35)

При этом для расхода имеем следующее выражение:

q ^ K V T  . (З.Зб)

Очевидно, что К  является функцией уровня воды. С измене
нием уровня воды изменяются щирина реки (рис. 3.5), площадь 
сечения, средняя глубина, коэффициент Шези. Вместе с этими 
величинами изменяется и модуль расхода К', на рис. 3.5 изобра
жен трафик/С(0 -

Формулы (3.35) и (3.36) служат для приближенных расчетов 
потоков, т. е. для определения уклона при известном расходе, 
вычисления расхода при заданном уклоне, для нахождения ско
рости течения и т. д.

§  4 .  П о с т р о е н и е  к р и в ы х  р а с х о д о в  р е ч н ы х  п о т о к о в

Вычисление расходов воды по уравнению равномерного дви
жения может быть выполнено для гидрометрического профиля 
при условии, что профиль расположен на относительно мало
извилистом участке реки, характеризующемся отсутствием рас
ширения или сужения русла, резкого изменения глубин, отсут
ствием подпора и т. д. Заметим, что именно такие требования 
предъявляются в гидрологии к гидрометрическим створам.

Расчет расходов можно сделать для разных уровней. Эта 
задача сводится к теоретическому построению кривой расхода, 
которое выполняется по формуле

Q(C) =  y r /C ( g .  (3.37)

Если /  не зависит от уровня и является величиной постоян
ной, т. е. оказывается возможным принять /= c o n s t= a 2 (а —  
постоянная), то:

Q (y =  «/C(g; (3.38)

величина а может быть установлена экспериментально на осно
вании единичных измерений по формуле

о — -2 ^
'■ ^  K i -

Частные значения аг,’ и т. д. иногда могут заметно раз

личаться. Для расчета находится среднее значение а (аср).
По построенной заранее кривой модуля расходов при исполь

зовании «ор находятся значения расходов воды по формуле
(3.38) и строится кривая расходов.

В в о д я  в  у р а в н е н и е  ( 3 .3 3 )  м о д у л ь  р а с х о д а ,  п о л у ч а е м

6 Караушев А. В. 81



Рассмотрим теперь другой способ построения кривой расхо
дов. Запишем формулу равномерного движения речного потока 
таким образом:

Q =  C « ) K ^ .  (3.39)
Учитывая, что

получаем

или

где

(3.40)

Q = k , H l ^ B ,  (3.41)

—
_ . У Т

На основании данных одного или нескольких измерений 
можно найти по формуле

нЧгВ ’
ср ,

а затем вычислить расходы для любого уровня по уравнению
(3.41). Это уравнение удобно для экстраполяции кривой расхода 
до высоких уровней.

Рассмотрим способ построения кривой расхода при использо
вании коэффициентов шероховатости и значений морфометри
ческих элементов речного русла. По единичным измерениям рас
ходов Q и уклонов можно вычислить коэффициенты шерохова
тости п, пользуясь формулой

1̂ 12 J k  D
п -  . (3.42)

Эта формула непосредственно получается из формулы (3.40). 
Строится график n ( Q ,  с которого снимают значения п  и вычис
ляют для ряда уровней величины К  или Q. При этом, если из
вестно, что уклон изменяется, то строят график К  (^ . При по
стоянстве уклона строят сразу график Q (^). Если данные изме
рений расходов воды полностью отсутствуют, то для построения 
Q(^) применяется непосредственно формула (3.40), причем зна
чения коэффициентов шероховатости берутся по таблице.

При наличии подпора или-спада для расчета расходов поль
зуются другим приемом, о котором речь будет идти в главе 
о неравномерном режиме.
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§ 5. Применение уравнения равномерного движения 
к отдельным вертикалям речного потока. Расчет 

распределения скоростей по ширине потока
Н. М. Вернадский показал, что уравнение равномерного дви

жения может быть отнесено не только ко всему сечению потока, 
но и к отдельным его вертикалям. Для этого требуется, чтобы 
в зоне расположения вертикали течение было близким к равно
мерному. Для отдельной вертикали имеем

'Уер =  с у 7 я .

Здесь уже Я — глубина потока на вертикали, Иср— средняя 
скорость на вертикали, I  —  уклон в зоне расположения верти
кали, С —  коэффициент Шези для данной вертикали. Элементар
ный расход на вертикали (q=VcpH)  может быть выражен сле
дующим образом:

(3.43)

Эти формулы могут использоваться для приближенного вы
числения распределения скорости по ширине реки и уточненного 
вычисления расхода Q. Вычисления очень просты, особенно для 
случая прямолинейного русла простой формы, когда с достаточ
ным приближением уклон по ширине реки (обозначим /общ) 
можно принять постоянным. Для решения этой задачи исполь
зуется формула

Коэффициент шероховатости п  находится по таблице Сриб- 
ного или по имеющимся данным о крупности частиц грунта; ве
личины Н  м п рассматриваются как функции поперечной коор
динаты.

Для приближенной оценки расхода воды в реке поперечное 
сечение следует разбить вертикальными линиями на ряд участ
ков, отличающихся более или менее постоянными глубинами и 
состоянием дна. Для каждого такого участка определяются сред
ние глубины Hi площади поперечного сечения Асог и коэффици
енты шероховатости Полный расход реки вычисляется по 
формуле

Д«ь (3.44)

/ = 1  1=1
щ

где от— число участков, на которые разделен поперечный 
профиль.

6 * 83



Задача о распределении скоростей в поперечном сечении по
тока может быть решена с большей достоверностью, если изве
стен расход реки (предположим, он установлен по кривой рас
хода Q = 9 (^), где t  —  уровень на водомерном посту). В этом 
случае, как и выше, поперечное сечение потока делится на т  
частей и находятся частные площади сечения Аюг, средние глу
бины и коэффициенты шероховатости каждого из участков. 
Однако найденные в этом случае для участков коэффициенты 
шероховатости считаются «условными» (Пусл) и принимается, 
что с истинными величинами п они находятся в соотношении

где —  поправочный множитель, постоянный для всех 
участков.

Заметим, что в рассматриваемом случае нет необходимости 
пользоваться измеренным уклоном свободной поверхности. При
мем k i i  1общ=к. Запишем выражение для расхода Q следующим 
образом:

т

1=1
■ Д(йг.

'‘уел I

Найдя сумму для всего сечения и зная расход Q, можно опре
делить численное значение к:

Q

'̂ у̂сл I 
i =  l

Далее могут быть вычислены средние скорости на участках t 
по формуле

, =  (3.45)
 ̂ у̂сл i

и построены графики Уср (2 ), где z —  координата, расположенная 
поперек реки и имеющая начало у одного из урезов.

Теперь рассмотрим случай, когда участок реки в плане имеет 
значительную, но постоянную или плавно изменяющуюся по 
длине кривизну продольной оси потока и урезов. Будем предпо
лагать, что на участке не происходит ни расширения, ни сужения 
реки. Случай весьма значительной кривизны здесь не рассматри
вается, так как возникающие при этом интенсивные поперечные
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течения оказывают большое влияние на распределение продоль
ных скоростей и требуют учета при решении поставленной за
дачи. Простыми методами учет поперечных течений не осуще- 
вляется.

Получим сначала приближенное выражение для вычисления 
средней по вертикали продольной скорости на закруглении реч
ного потока в профиле максимальной кривизны А С  (рис. 1б). 
Отступая от этого профиля на небольшие равные расстояния 
вниз и вверх по течению вдоль i-той линии тока, проведем два 
других профиля ВС  и DC, сходяш,иеся под углом Да в центре 
кривизны закругления (все три 
профиля совпадают с напра
влениями радиусов кривизны 
соответствующих участков рус
ла). Линиями тока реки назы
вают такие кривые, в каждой 
точке которых средний по вер
тикали вектор скорости яв
ляется касательной. Расстоя
ния между профилями ВС тл 
DC  вдоль 1-той линии тока 
обозначим через Адгг. Прибли
женно примем, что падения 
свободной поверхности Дг от 
профиля ВС  до профиля DC 
равны для всех линий тока от 
левого берега до правого. Ли
нии тока считаем параллель
ными берегам. Это условие позволяет получить для t-той линии 
тока приближенное выражение уклона U

Р и с .  3 .6 . С х е м а  к  в ы в о д у  ф о р м у л ы  
д л я  п р и б л и ж е н н о г о  р а с ч е т а  р а с п р е д е 
л е н и я  с р е д н е й  п о  в е р т и к а л и  с к о р о с т и  

п о  ш и р и н е  р е к и  н а  з а к р у г л е н и и .

=  — =  ‘ AXi Aars
(угол Да измеряется в радианах), г г — радиус кривизны i-той 
линии тока.

Для i -той вертикали средняя скорость определится из

( Дг
V Дягг

1 /2

П1
Если известна средняя скорость на некоторой вертикали, ко

торую обозначим индексом нуль (0 ), то скорость на i -той верти
кали можно выразить так:

ср о
Я ,-

\ H q
V2 » 0  

И;
(3.46)

Рассмотренное решение является весьма приближенным; оно 
не учитывает всей сложности формы водной поверхности на за
круглении потока.
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ТЕОРИЯ ТУРБУЛЕНТНОСТИ РУСЛОВОГО ПОТОКА

§ 1. Турбулентная пульсация. Схема переноса количества
движения

Во вводной главе были выяснены основные черты турбулент
ного движения жидкости и отмечено, что главной его особенно
стью является пульсация скорости. С пульсацией связан и про
цесс турбулентного обмена, и сопротивление движению, которое, 
как указано, в турбулентном потоке пропорционально 'второй 
степени скорости.

Рассмотрим детально вопрос о пульсации скорости. Турбу
лентной пульсацией называется изменение скорости во времени^

V м /с е к

Г л а в а  I V

Р и с .  4 .1 . Х р о н о л о г и ч е с к и й  г р а ф и к  п у л ь с и р у ю щ е й  
с к о р о с т и  а. ( Г о р и з о н т а л ь н а я  п р я м а я  н ^  г р а ф и к е  

п о к а з ы в а е т  о с р е д н е н н у ю  с к о р о с т ь  v ) .

как ПО величине, так и по направлению. Скорость пульсирует 
в каждой точке потока.

Мгновенная скорость v может быть представлена в проекции 
на координатные оси х, г/, г, причем ее компоненты будем обоз
начать через Vx, Vy и Vz. Каждая из этих проекций выражается
суммой проекций осредненной скорости течения в точке v и пуль- 
сацлонного добавка v',  т. е.

Пульсационные добавки, или иначе —  пульсационные ско
рости, о' , и' и и' принимают как положительные, так и отри

цательные значения. Осреднение пульсационных скоростей за 
некоторый достаточно продолжительный промежуток времени, 
именуемый периодом осреднения, дает нуль. На рис. 4.1 изобра-

8 6
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жена хронограмма продольной скорости потока, полученная по» 
записи работы гидрометрической вертушки, снабженной однообо
ротным контактом. Пульсационная скорость v '  отсчитывается
вверх (+ )  и вниз (— ) от средней линии, выражающей v.

При осреднении одного из равенств формулы (4.1), например 
первого из них, будем иметь

^  + ‘̂ '̂  =  ^  +  0. (4.2)

Очевидно, что здесь

и Vx =  Q.

Если направить ось х  вдоль осредненного течения, то мгновен
ные скорости Vy и Vz окажутся равными соответствующим пуль- 
сационным скоростям. В этом случае будем иметь

(4.3)

Если меняющаяся во времени t (т. е. пульсирующая) ско
рость в какой-либо точке потока (или компонента этой скорости) 
выражается функцией v (t), изображенной на рис. 4.1, то осред
ненная величина v находится по формуле, называемой формулой 
осреднения,

v  =  - Y  J  v { t ) d t ,  (4.4)

где Т —  период осреднения.
В частности, в условиях установившегося движения продол

жительность периода осреднения должна быть достаточной,
чтобы обеспечить получение устойчивого значения величины v, 
практически не зависящего от выбранного нижнего предела ин
тегрирования, т. е. от начала отсчета времени на хронограмме 
скорости.

Чем больше период осреднения, тем точнее находится осред-.
нённая скорость потока v. В практике гидрометрических и ла
бораторных измерений выбор периода осреднения основан на
задании допустимой ошибки измеряемой величины v. В гидро
метрических руководствах имеются указания о назначении про
должительности выдержки измерителя скорости в точке, осно
ванные также на указанном принципе.
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Пульсация скорости в турбулентном потоке связана с доба
вочными движениями жидкости, накладывающимися на основ
ное (осредненное) движение и обусловливающими турбулентный 
обмен внутри потока, приводящий к перемешиванию смежных 
слоев жидкости. В силу условия неразрывности турбулентный 
перенос жидкости в одном направлении компенсируется перено
сом в противоположном направлении. Таким образом, в резуль
тате турбулентного обмена не происходит результирующего пе* 
реноса объемов воды из одной области потока в другую.

Рассмотрим схему турбулент
ного обмена смежных слоев по
тока жидкими объемами A1F. 
Если через ISW^ и AW'h обозна
чить объемы, поступающие через 
горизонтальную контрольную 
площадку соответственно сверху 

___и снизу, то можно написать

поверхност ь

Р и с .  4 .2 . С х е м а  к  в ы в о д у  ф о р 
м у л ы  п е р е н о с а  к о л и ч е с т в  д в и 

ж е н и я .

Это равенство вытекает из 
условия неразрывности. Несмо
тря на отсутствие результирую
щего переноса объемов жидкости, 
в турбулентном потоке происхо
дит перенос тепла растворенных 
и взвешенных веществ и перенос 
количеств движения {mv).  По
следнее происходит в том случае, 
если в различных зонах потока 
скорости различны (например, 
имеет место различие скорости 
по глубине и по ширине по
тока). Таким образом, перенос 
количеств движения должен 

иметь место во всех случаях реальных водных потоков, обладаю
щих всегда различием скоростей течения по глубине и ширине.

Рассмотрим элементарный способ вывода выражения турбу
лентного переноса количеств движения. Обратимся к рис. 4.2. 
Обозначим через Ш ху  проекцию на ось д: количества движения, 
перенесенного в результате турбулентного обмена за время А/ 
через горизонтальную площадку А®. Ось у  является нормалью 
площадки Ай. Через и Яз на рис. 4.2 обозначены положитель
ные величины, выражающие расстояния по вертикали от точек, 
с которых в процессе турбулентного обмена приходят объемы 
воды соответственно сверху и снизу к площадке Асо. Пусть за 
время М  сверху вниз (или соответственно снизу вверх) через 
площадку Ам переносится объем А1 .̂ Масса, перемещающаяся



сверху вниз или снизу вверх в результате турбулентного обмена, 
будет равна

m =  (4.5)
о

Объем жидкости, перемещающийся сверху вниз, в момент пе
ресечения площадки А® будет обладать продольной скоростью' 
(в направлении оси х) осредненного движения Vxa, а объем, пере
мещающийся вверх, в момент пересечения площадки будет иметь 
продольную скорость осредненного движения, равную Vx5 . Для 
упрощения записи знак осреднения скорости не пишем. Перенос 
количеств движения в проекции на ось х  за время А  ̂через пло
щадку А(о будет

или

=  (4.6)

С к о р о с т и  V x a  и  V x 5  МОГуТ б ы Т Ь  С В Я З а Н Ы  с о  с к о р о с т я м и  V x i
и  Vx 2, и м е ю щ и м и  м е с т о  с о о т в е т с т в е н н о  в  т о ч к а х  1 я 2 (р и с .  4.2),.
с л е д у ю щ и м и  п р и б л и ж е н н ы м и  с о о т н о ш е н и я м и ;

(4.7)

Здесь е —  положительная величина, выражающая то прира
щение скорости, которое происходит на пути объема AW  к пло
щадке Асо и обусловлено влиянием на объем А’й?' окружающих 
его масс жидкости, имеющих выше контрольной площадки Ао> 
большую продольную скорость, а ниже площадки —  меньшую. 
По-видимому, величину е можно считать пропорциональной взя
тому с обратным знаком градиенту осредненной скорости

— т ~  и при зтом за коэффициент пропорциональности принять

некоторую линейную величину Яо, т. е.

Теперь запишем

i^Rxy =  - Y  А ^  (^Ж1 -  ^ . 2  -  2е). (4.9)
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Выразим осредненные скорости в точках /  и 2 через осред
ненную скорость в точке у, равную Vx

(4.10)
I dvj- ,

‘Vx2 =  ^x  +  - ^ ^ 2 -

Подставляя выражения (4.10) и (4.8) в равенство (4.9), получим

(4.11)

где
-f- ^ 2  -- 2 Xg .

Всегда >  0; это обусловлено имеющим место неравенст
вом +  Л.2 ^>2 Яо. Записанные соотношения выражают то обстоя
тельство, что перемещающиеся в результате турбулентного об
мена объемы жидкости в определенной мере сохраняют отпеча
ток свойств тех областей потока, откуда они приходят.

Осредним выражение (4.11) за промежуток времени, равный 
периоду осреднения,

dvyARxy =  - - ^  . (4.12)

Разделим это равенство на и Аю и найдем перенос коли
чества движения в одну секунду через единицу площадки, обоз
начив его через {qr)xy.

\ 4 r J x y  Доз g  A t  *  d y  '  V, • /

Абсолютную величину множителя, стоящего перед производ
ной скорости по координате, обозначим через А, т. е. положим

^  =  (4-^4)

где А ■—  коэффициент турбулентного обмена, или коэффициент 
виртуальной вязкости (подчеркнем, что эта величина всегда 
положительна). Теперь имеем

{ д Х у - ~ А - ^ .  (4.15)

Перенос количества движения через некоторую воображае
мую площадку внутри жидкости определяет величину касатель
ного напряжения т на этой площадке, т. е.

x y ^ ~ { Q r ) x y \  (4.16)

- х у - Л ^ .  ( 4 . 1 7 )

т

^0



Выражения (4.15) и (4.16) относятся в тому случаю, когда 
в направлении осей А: и 2  не происходит изменения скоростей, 

dvx dvx nт. е. =  О, и притом отсутствуют поперечные состав
ил:

ляющие осредненной скорости { v z = v y = 0 ) .
Для случая, когда эти величины не равны нулю, вывод ока

зывается более сложным. С ним мы ознакомимся ниже при 
более строгом рассмотрении вопроса о турбулентном переносе 
количеств движения.

§ 2. Турбулентный перенос тепла
Подобно тому как мы исследовали перенос количеств движе

ния, может быть исследован перенос тепла и взвещенных в воде 
веществ. Рассмотрим вопрос о переносе тепла.

Температуру воды будем 
обозначать через 0 , а удель
ную теплоемкость —  через
с. При рещении задач о пе
реносе тепла удобно поль
зоваться физической систе
мой единиц, и поэтому бу
дем считать, как обычно, 
удельную теплоемкость с от
несенной к единице массы 
жидкости. Обратимся к рис.
4.3, на котором изображена 
схема турбулентного пере
носа тепла. Обозначим че
рез pAW массу жидкого 
объема, перемещающегося 
через контрольную горизон
тальную площадку Аю в 
процессе турбулентного пе- 
ремещивания, р —  плотность
воды. Через cpAplT выразится полная теплоемкость этого 
объема. Обозначим через 0а и 0б соответственно температуру 
верхнего и нижнего объемов в момент пересечения площадки 
Асо, находящейся на глубине у. Величины cpAW'Oa и срАИ̂ '0б 
будут при этом выражать запасы тепла соответственно в верхнем 
и нижнем объемах в момент пересечения ими контрольной пло
щадки.

Примем теперь, как и при изучении переноса количеств дви
жения, следующие приближенные соотношения:

е = е , 4 - е л ; 1
0 - 6  .  (4-18)°б-- ° 2  —  , J
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в  к о т о р ы х

(4.19)

в соответствии со схемой, изображенной на рис. 4.3, поток 
тепла должен быть отрицательным, так как направлен против 
положительного направления оси у  (из области более высокой 
температуры в область более низкой).Поэтому перед величиной 
A0J/, выражающей перенос тепла через площадку Аи за время 
At, будем ставить знак минус:

-A 0 p  =  (02-9 i-2ee)cpA lF . (4.20)

Теперь выразим температуру в точках 1 п 2 через темпера
туру на уровне контрольной площадки, т. е. в точке у

а а db  ̂ Л

.е (4.21)

Подставляя выражения (4.21) в формулу (4.20) и осредняя, 
получаем

=  (4.22)

Турбулентный перенос тепла (<7 е)г/ в направлении оси у  в еди- 
яицу времени через единицу площадки будет равен

А0 у

(^в)у iiy ■ (4.24)

Сравним полученное выражение с выражением (4.13). Видим, 
что эти выражения содержат один и тот же множитель. Введем 
в выражение (4.24) коэффициент турбулентного обмена А. Учи-

Yтывая, что р =  — , записываем

(^е), =  - с А ^ .  (4.25)

Здесь с А — коэффициент турбулентной теплопроводности, 
выражаемый в физической системе единиц. Если в формуле
(4.25) использовать кинематический коэффициент турбулентного
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обмена — , или что представляет большое удобство при
Р У

расчетах, то формулу целесообразно записать таким образом:

( g , ) y = = - p c £ f ^ .  ( 4 . 2 6 )

Заметим, что при использовании технической системы еди
ниц и отнесении удельной теплоемкости с не к массе, а к весу 
жидкости коэффициент турбулентной теплопроводности приобре
тает иной вид: он будет выражаться произведением cgA. Вместе 
с тем единичный турбулентный перенос тепла определится равен
ством

= - с е  А - ^ .  ( 4 . 2 7 )

§  3 .  Т у р б у л е н т н ы й  п е р е н о с  в з в е ш е н н ы х  и  р а с т в о р е н н ы х  

в  в о д е  в е щ е с т в

Обозначим через s концентрацию взвешенного или растворен
ного в воде вещества. Концентрацию взвешенных в потоке ве
ществ называют мутностью. Условимся выражать мутность в от
носительных объемных единицах, принимая ее за отношение 
находящегося во взвешенном состоянии объема твердого мате
риала Кт к общему объему смеси Fcm воды с взвешенными ча
стицами. Твердые частицы грунта, переносимые речными пото
ками и ручьями, в гидрологии называют наносами.

в таком вьфажении s является величиной безразмерной. 
В практической гидрологии s обычно выражают через отноше
ние весового количества наносов к объему смеси воды с нано
сами; в этом случае размерность s будет: г/ж^, мг/л, кг/м^, т*!м? 
и т. д. (здесь л  —  литр, г* —  тонна, как единица веса).

Если во взвешенном состоянии в потоке переносятся более 
тяжелые частицы, чем вода, т. е. если их удельный вес уа больше 
удельного веса воды у, то внутри водных масс эти частицы будут 
перемещаться под действием силы тяжести вниз с некоторой от
носительной скоростью и. В процессе такого перемещения 
(опускания) частица переходит из одного пульсационного инди
видуума (вихревого образования) турбулентного потока в дру
гой, причем этот переход сопровождается изменением не только 
абсолютной, но и относительной скорости частицы в воде.

Изменение относительной скорости обусловливается дейст
вием инерционных сил на взвешенную частицу: чем больше 
масса частицы, тем больше могут проявляться эти силы.
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Частицы наносов, переносимые во взвешенном состоянии равнин
ными реками, очень малы, размеры их измеряются микронами, 
долями миллиметра и иногда миллиметрами, частицы размером 
более 0,5 мм обычно относят уже к крупным взвешенным нано
сам. Естественно, что инерционными силами при рассмотрении 
движения таких частиц пренебрегают, хотя в особых случаях 
инерция должна учитываться.

Пренебрежение инерцией позволяет приравнять относитель
ную скорость частицы внутри турбулентного потока величине 
скорости ее опускания в неподвижной воде. Эту скорость назы
вают гидравлической крупностью и рассматривают как стабиль
ную характеристику частицы заданного размера и удельного 
веса в воде. В последние годы обращено особое внимание на 
форму частиц. В ряде случаев ее учитывают при определении 
гидравлической крупности, которую принято обозначать через и 
и выражать в м1сек или в некоторых случаях в см1сек.

При выводе уравнения турбулентного переноса взвешенных 
в потоке частиц (наносов) поступают таким же образом, как и 
при выводе уравнения переноса тепла, но вводят добавочный 
член для учета относительного перемещения частиц со скоро
стью и внутри пульсационных объемов.

Рассматривая перенос наносов в турбулентном потоке через 
контрольную площадку Асо за время А ,̂ замечаем, что этот пере
нос можно резделить на две составляющие: Аф  ̂ и Аф“  , первая

из которых выражает средний турбулентный перенос частиц, 
а вторая —  средний перенос частиц в результате их опускания со 
скоростью и внутри пульсационных объемов. Если мутность 
потока измерять в относительных объемных единицах, то вели
чины переноса наносов окажутся выраженными через суммар' 
ный объем перенесенных через площадку Асо твердых частиц. 
В итоге получаем следующую алгебраическую сумму:

+  ДТу- (4.28)

За счет турбулентного перемешивания осуществляется пере
нос наносов снизу вверх из зоны большей концентрации в зону 
меньшей концентрации; за счет относительной скорости и наносы 
опускаются. Таким образом, слагаемые правой части уравнения
(4.28) должны иметь разные знаки.

Используя рассуждения, приведенные в предыдущем пара
графе, получаем

=  (4.29)

Теперь напишем выражение второго слагаемого, т. е. вели
чины Аф“  . Если бы вся жидкость, расположенная над площад
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кой Асо, перемещалась вниз со скоростью и, то за время At  через 
площадку переместился бы объем жидкости, равный произведе
нию А(оА/«. Однако перемещается не весь объем, а только его 
твердый компонент, т. е. наносы. В 1 объема смеси воды с на
носами содержится S наносов, поэтому

Ааз“ =  Дсои Ats. (4.30)

Значение мутности s для каждой точки потока предполага
ется осредненным во времени.

Подставляя равенства (4.29) и (4.30) в формулу (4.28) и 
деля получающееся уравнение на АюА^, находим

( ? А = ^ = - е т ^ . 1 г + “*-

Здесь (<7 з)г/ выражает перенос в турбулентном потоке взве
шенного вещества (наносов) через единицу горизонтальной пло
щадки в единицу времени (т. е. единичный перенос вещества 
в направлении оси у) .

Вводя коэффициент турбулентного обмена А,  получаем сле
дующую формулу:

(^s)y =  - f A - l ^  +  us, (4.32)

O’
где — А  —  коэффициент турбулентной диффузии.

У
Если исследуется распространение в турбулентном потоке не 

взвешенных частиц, а раствора, близкого по плотности к воде, то 
принимают и = 0 .  Для этого случая выражение единичного пере
носа вещества приобретает вид

§ 4. Вывод формул касательного напряжения при уточненном 
представлении о пульсации

В. М. Маккавеев показал, что величина каждой составляю
щей пульсационных добавков скорости v'  ̂ , v'^ и и' может быть

представлена как сумма двух компонентов, а именно: компо
нента «чистой пульсации» (обозначаем соответственно и" , v"  и

v"J, характеризующего ту пульсацию, которая не зависит от
неоднородности поля осредненных скоростей, и другого ком
понента (обозначаем v"' ,  v" '  и v" ' ) ,  учитывающего эту
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неоднородность. При наличии неоднородности поля в направле
нии всех трех координатных осей х, у  и z  (располагаемых произ
вольно) последний компонент может быть представлен трехчле
ном, записываемым, например, для составляющей v ' "  следующим 
образом:

(4.34)

Здесь Vx,, Vy и Уг— осредненные значения составляющих ско
рости.

Значения коэффициентов k ' "  зависят от компонента чистой 
пульсации и выражаются соотношениями:

k"x =  — ['ZVx +  С ); k'y =  — [iVy + 1 у) и т. д.,

где т —  некоторый промежуток времени, пропорциональный «пе
риоду» пульсации. Заметим, что, несмотря на то что пульсация 
турбулентного потока имеет случайный характер, в теории часто 
пользуются понятием «период пульсации», под которым подра
зумевают средний интервал между двумя последовательными 
максимумами или минимумами на хронограмме скоростей. Вели
чина т, по-видимому, может быть принята одной и той же для 
всех координатных направлений. В приведенных выражениях Я",

и Я" —  некоторые поправочные слагаемые, учитывающие

состояние пульсационного индивидуума к началу отсчета вре
мени т.

Для двух взаимно перпендикулярных направлений, например 
X и у, могут быть записаны следующие выражения полной пуль
сационной скорости:

d v .
dz

dv., , . d v у
dy

dv„

(4.35)

B. M. Маккавеев использует эти соотношения при выводе вы
ражений касательных и нормальных напряжений, возникающих 
в турбулентном потоке; при этом одновременно дается зависи
мость для коэффициента турбулентного обмена.

Рассмотрим этот вывод. Касательное напряжение, действую
щее внутри турбулентного потока, может быть выражено форму
лой Рейнольдса, которую иногда называют формулой Лоренца;
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например, для проекции на ось х  касательного напряжения, дей^ 
ствующего на площадке, имеющей внешнюю нормаль у  (обозна
чаем Тжу), эта формула имеет вид

=  ( 4 . 3 6 )

Вывод формулы Рейнольдса— Лоренца рассматривается 
в последнем параграфе настоящей главы.

Если уравнения (4.35) почленно перемножить и выполнить
операцию осреднения, то для получим выражение, содер'

жащее в виде слагаемых ряд величин, причем некоторые из них 
допустимо принять равными нулю.

Так, ввиду взаимной независимости величин у" , у" и у"

принимаются равными нулю осредненные значения членов сле
дующего вида:

г)" =  -у" =  1;2 'у"г)" =  0 .

Аналогичные соотношения предполагаются и для осреднен
ных произведений, включающих Я", поскольку величины у и т 
с разными индексами считаются взаимно независимыми.

Далее отбрасываются, как величины весьма малые, члены, 
содержащие произведения двух производных от осредненных 
скоростей по координатам и, кроме того, принимается следующее 
приближенное равенство:

в котором через и \  обозначено осредненное значение каждого из

компонентов пульсационной скорости. Эта величина является 
одним из параметров, характеризующих турбулентность потока.

Наконец, также приближенно может быть принято взаимное 
равенство средних значений следующих произведений, обозна-

а
чаемых через — Л:

^  т ( 'у ; )2 = ^ Л ,  (4.37)

где А,  как и выше, —  коэффициент турбулентного обмена.
Упомянутые операции и отбрасывание указанных величин 

позволяют найти выражение члена, стоящего в правой части 
формулы (4.36), и после преобразований получить

+  ( « 8 )
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. Аналогичным образом выводятся формулы и для других со
ставляющих касательного напряжения. Эти формулы имеют вид:

dv^
dz
dVz
d x

+

+

d v .
dy

dvx
dz

(4.380

ŷx~ (4.38")

Полученные Маккавеевым на основании вышеприведенных 
рассуждений выражения (4.38) имеют вид формул Навье—  
Стокса для касательного напряжения при ламинарном течении, 
отличаясь от них коэффициентом вязкости. Эти формулы явля
ются более общими, чем одночленная зависимость касательного 
напряжения, предложенная для ламинарного потока Ньютоном 
и имеющая вид формулы (4.15).

Коэффициент турбулентного обмена может быть найден не
посредственно из соотношения (4.37)

Л =  -
g

(4.39)

Составляющие касательных напряжений, взятые с обратным 
знаком, эквивалентны соответствующим величинам среднего 
секундного переноса количества движения через единицу поверх
ности площадки, соответствующим образом ориентированной 
в потоке. Если, например, (9 r)a:i; —  средний секундный перенос 
(в проекции на ось х) количества движения через площадку, 
имеющую нормалью ось у, то будем иметь {qr)xy =  — Хху] 
{qr)xz =  — Тхг и т. д. Например, выражение (дт)ху будет 
выглядеть так:

dv^
д х (4.40)

Полученные здесь формулы относятся к общему случаю тур
булентного потока. Именно поэтому формула (4.40) отличается 
от одночленной зависимости (4.15), выведенной в § 1 настоящей 
главы, где вывод сделан для частного случая движения, когда 
поток направлен по оси х и поперечные составляющие скорости 
Vy и Vz равны нулю. Подстановка отвечающих этому случаю 
равенств

dVy
д х

d v У
d z

dv d v .
d x ду

В формулы (4.38) приводит к получению одночленных зависи
мостей; в частности, формула (4.40) становится тождественной 
формуле (4.15).
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■ ' ' ' 
Выделим в потоке объем жидкости в виде прямоугольного 

параллелепипеда со сторонами основания, равными единице, и 
высотой, равной у. Основание параллелепипеда параллельно сво
бодной поверхности потока (рис. 4.4).

При равномерном установившемся движении, характеризую
щемся отсутствием инерционных сил, действующая на выделен
ный объем активная сила —  проекция силы тяжести на направ
ление движения — • уравновешивается касательной силой сопро
тивления, приложенной к основанию параллелепипеда. Поскольку

§  5 .  Ф о р м у л а  к о э ф ф и ц и е н т а  т у р б у л е н т н о г о  о б м е н а

дно

Р и с .  4 .4 .

площадь основания равна е;динице, сила сопротивления оказы
вается равной касательному напряжению

d v
Л

d y

действующему на основание параллелепипеда и направленному 
в сторону, противоположную движению.

Активная сила, действующая в направлении движения, равна 
произведению удельного веса жидкости v на объем параллелепи
педа 1 • 1 • у и на уклон /  свободной поверхности.

Равновесие действующих сил выразится таким образом:
dv

отсюда находим

' iIy +  A ^  =  0;

л  _  Т / у
d v

d y

(4.41)

Эта формула позволяет вычислять коэффициент турбулент
ного обмена А  по данным измерений уклона и распределения 
скоростей в потоке.
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Распределение скорости по вертикали речного потока может 
быть приближенно выражено, какой-либо эмпирической зависи
мостью. Возьмем, например, часто применяемую в гидрологии 
параболу Базена, имеющую следующий вид:

игиср 2 .
с т Г ;

ось у  направлена вниз и имеет начало у свободной поверхности, 
к которой она перпендикулярна, Оср —  средняя скорость по вер
тикали, Vo —  скорость у поверхности, С —  коэффициент Шези, 
Я  —  глубина потока, т  — коэффициент, численное значение кото
рого Базен принимал равным 24, а Буссинеск полагал /п— 22,3. 
Ниже отмечается, что коэффициент m не является постоянным, 
а изменяется в зависимости от С.

По формуле Базена определяем производную скорости по 
вертикали

dv 2 /nucp
~ d y ~  С Н ^  У'

Подставляя значение производной в выражение коэффици
ента А,  записываем

j i y c m  _  tH H i c  .

2mvcpy 2 mWep '  ̂  ̂ ^

Воспользуемся теперь формулой Шези и вспомним, что эта 
формула может быть представлена так:

Подставляя последнее соотношение в формулу (4.42), на
ходим

(4.43)

Таким образом, получена известная формула В. М. Маккаве
ева, выведенная им в 1931 г.; она может использоваться для 
практических расчетов и обычно дает достаточно удовлетвори
тельный результат. Уточненное выражение коэффициента турбу
лентного обмена будет рассмотрено в главе V.

§ 6 . Дифференциальные уравнения движения турбулентного 
потока. Дифференциальные уравнения ламинарного течения

Общие дифференциальные уравнения турбулентного движе
ния жидкости, содержащие виртуальный коэффициент, были 
выведены В. М. Маккавеевым в 1931 г.

Для понимания уравнений необходимо рассмотреть их вывод. 
В целях упрощения этой задачи ограничимся, во-первых, рас
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смотрением вывода одного лишь из этих уравнений —  уравнения 
в проекции на ось х, а во-вторых, наложим некоторые ограниче
ния на характер потока. Принимаем, что ось ж, принадлежащая 
прямоугольной системе координат, совпадает с направлением 
осредненного течения потока, который предполагается прямо
линейным. Последнее приводит к равенству нулю поперечных со
ставляющих осредненной скорости течения и их производных по 
всем координатным направлениям, т. е.

Далее, будем полагать, что характер течения и, в частности, 
величина скорости Vx не изменяется поперек потока (вдоль попе
речной оси з), т. е.

_Еж:смот.р_енный характер течения обычно именуют плрс^^  ̂
течением, а поток, отличающийся таким течением, плоским по
током.

Предположим, что скорость течения изменяется по вертикаль
ной координате у, т. е.

а также по длине потока и во времени

dVx
dt

^ ^ 0 . ■ ,

Последнее позволяет определить течение как неравномерное 
и неустановившееся.

Выделим в рассматриваемом потоке элементарный объем 
жидкости 0 F, имеющий форму параллелепипеда со сторонами 
dx, dy  и dz, параллельными координатным осям (рис. 4.5).

Объем параллелепипеда будет выражаться произведением 
его сторон dx, dy, dz, а масса б т  заключенной в нем жидкости 
определяется равенством

btn =  ^ d x d y  dz.

Проекцию на ось х ускорения массовой силы, приложенной 
к центру тяжести параллелепипеда М, обозначим через X. 
За время М  центр тяжести параллелепипеда переместится на
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расстояние Ах и займет положение Mi. Считая, что на коротком 
расстоянии Ах  скорость Vx меняется мало, записываем

где Ух— осредненная во времени скорость в точке М, т. е. 
в центре тяжести выделенного объема в момент его начального 
положения. Ввиду малости перемещения Ах  будем определять 
силы, действующие на выделенный параллелепипед, также для 
начального его положения.

Составим теперь уравнение количеств движения для рассмат
риваемого параллелепипеда в проекции на ось х. К параллеле
пипеду приложены массовая сила и силы гидродинамического

Р и с .  4 .5 .

давления. Проекцию на ось х  импульса равнодействующей этих 
двух сил обозначим через FxAt. Кроме того, имеет место тур
булентный перенос количеств движения через грани параллеле
пипеда. Проекцию на ось х  этого переноса обозначим через ARx. 
В результате действия сил, приложенных к параллелепипеду, и 
переноса через его грани количеств движения происходит изме
нение количеств движения массы параллелепипеда, которое 
в проекции на ось х  выражается величиной бшАюх.

Таким образом, уравнение количеств движения в цроекции 
на ось X для массы 8т  записывается так;

(4.44)

здесь учтено, что
Ьт —  Ьт dVj,

dt ■М.

Проекция на ось х  импульса действующих сил определяется 
равенством

Fj, М =  (р1 dy  dz  — р 2 dy  dz) Дг? -f- ХЬт Lt, (4.45)
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в котором pi и р2 —  соответственно величины гидродинамиче
ского давления в центрах тяжести граней 1 тл 2 (рис. 4.6); 
Х Ь т М  —  проекция импульса массовой силы; { p i d y d z  —  
— ргйг/йг) А/ — проекция на ось л: импульса равнодействующей 
сил гидродинамического давления.

Учитывая изменение давления в направлении оси х, выразим 
величины р1 и р2  через давление р в центре тяжести параллеле
пипеда М  и найдем для их разности следующее соотношение:

Подставляя полученное значение разности pi —  рг в формулу
(4.45) и учитывая, что

d x d y d z =  —  Ьт,

записываем

F x A t ^ - - ^ - ^ b t n t d  +  X b m M .  (4.47)

Переходим к определению переноса количеств движения 
через грани параллелепипеда. Выше были даны формулы пере
носа количеств движения, содержащие производные проекций 
скорости по нормалям и площадкам, через которые осуще
ствляется перенос количеств движения. Вспоминая ограничения, 
принятые в настоящем параграфе в отношении потока, отметим, 
что составляющие скорости по осям у и 2  (т. е. величины Vy и Vz) 
приняты равными нулю, а из частных производных продольной 
скорости Vx по координатным направлениям от нуля отличаются 

dvx dvxтолько две: — ;—  и — -— В условиях речного потока или лю- 
dy  dx

бого другого плавно изменяющегося руслового потока первая из 
этих двух производных всегда много больше второй, т. е.

dvx ^  dvx
д у '''' д х •

Будем относить наше решение именно к этому случаю.
Таким образом, заслуживающий учета перенос количеств 

движения будет происходить лишь через верхнюю и нижнюю 
грани, которые перпендикулярны оси у. Единичный перенос 
количеств движения в рассматриваемом случае выразится сле
дующей зависимостью:

{qXy  =  - A ^ .  (4.48)

Единичные расходы количеств движения через верхнюю и 
нижнюю грани обозначим соответственно qr-в и qm-
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Заметим, что {qг)ху изменяется в направлении оси у  в связи 
с изменением коэффициента турбулентного обмена А  и произ

водной - . Это изменение можно учесть, введя в уравнение

д{(}г)ху „
частную производную ---- Значение дгв и дгв можно

выразить через {qr)xy в центре тяжести параллелепипеда М  и 
приращение {qr)xy в направлении соответствующей координат
ной оси, т. е.

—  d y
I ~ \Ч г ) х у'ху ду 2

^{Ч г)ху  dy
' - { Я г ) х у  I д у

(4.49)

в формулах (4.49) через частную производную {qr)xy по у,  
умноженную на половину дифференциала dy, выражена вели
чина приращения единичного переноса количеств движения на 
отрезке оси у  между точкой М  и гранью параллелепипеда.

Теперь найдем поступдение количеств движения KRx через 
грани внутрь параллелепипеда за время М  в проекции на ось х. 
Перенос, осуществляющийся через верхнюю грань (в направле
нии оси у) ,  будем прибавлять, а через нижнюю грань —  вычи
тать. В соответствии с этим записываем

! ^Ях={Чтъ-Чт^^хЛгЫ.  (4.50)

После введения сюда величин Цщ и г̂н, согласно уравнениям 
(4.49), и приведения подобных будем иметь

tyRx =  - ^ ^ ^ d x d y d z L t .

Вводя в полученное равенство величину {qr)xy по формуле 
(4.48), находим

(4.51)

Возвращаясь теперь к уравнению (4.44), подставляем в него 
значения FxAt и ARx соответственно по формулам (4.47) и (4.51) 
и после сокращения на 8 т At  получаем искомое уравнение

dVx __д / . дУх \  ..^94
dt 7 +  т ду ду ] ■

Заметим, что в рассматриваемом случае, ограниченном 
условиями, сформулированными в начале раздела, полная
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производная скорости Vx по времени, содержащаяся в уравнении
(4.52), определится по формуле

dVx
d t

dVx
d t

dVjc
dx (4.53)

Если не ставить тех ограничений, которые были сделаны 
в отношении характера рассматриваемого в настоящем параг
рафе турбулентного потока, т. е. полагать, что течение имеет 
пространственный характер, поперечные составляющие скорости 
Vy я Vz, SL также их производные по соответствующим координа
там не равны нулю, то при выводе уравнения движения необхо
димо использовать двухчленные выражения единичного переноса 
количеств движения (или соответственно касательных напряже
ний), т. е. формулы (4.38), приведенные в § 4 настоящей главы.

В результате вывода, оказывающегося при этом гораздо бо
лее сложным, чем рассмотренный выше, приходим к следующей 
системе общих дифференциальных уравнений движения турбу
лентного потока:

dVx
dt ■ = x g

T
dp
dx - + g

7
d

dx
/

-(A
\

dVx
dx

\

/
dv x \  , I 
dy j - ^

1 d ( ^ dvx A]
1 dz dz 1.

1

dVy
=  Y - g

T
dp
dy +  -

g
7

' d 
. dx (л -

dVy \
dx +  ■I ^ ) +

1 d ( л ) ]
1 dz dz J. 5

dVz
dt =  Z - g

7
dp
dz + Ж.

7
г d

dx
dVz '' 
dx 1 + dy ^ ) +

d I  A dv^ Y
' dz dz

(4.54)

Полные производные составляющих скорости по времени, как 
уже было показано в § 5 главы 1, выражаются равенствами:

d V x
d t

d v x
d t +  '^x-

dVx
d x +  ^y

dVx
dy

d v x  . 
d z  ’

dVy dVy dVy dVy
1

dVy

d t ~  dt ~ r ^ x ' d x dy d z  '

dVz
d t

__  dv^
d t

dVz
d x

dVz
dy

dvg  
d z  •

Эти общие дифференциальные уравнения турбулентного дви
жения несжимаемой жидкости выведены советским ученым 
В. М. Маккавеевым в 1931 г. и дополнительно им обоснованы
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в последующие годы. В литературе они часто именуются урав
нениями Маккавеева.

Если для рассматриваемого в том или ином случае потока 
оказывается допустимым принять Л =  const, то уравнения (4.54) 
приводятся к следующему виду, совпадающему с уравнениями, 
которые были составлены ранее Буссинеском на основании фор
мальных соображений:

ЛУх
d t

dVy.
~ И Г

dvz
d t

= r -

= z -

g  dp 
1  dx

g  dp 
T dy 

g  dp
T

+ g
т

- А
fd ^vx

дх2 +
d2vx
dy2 ■ +

d2v^-
dz2

g г d2v^ d2v^l
+ А

У
. дх2 +  ; ду2 +

у
dz2

+
g
т

Л 'd^Vz
dx2 +  ■

d2v,
ду2 +

d^Vz ' 
dz2

(4.55)

Уравнения Маккавеева имеют очень много практических при
ложений, они являются в то же время наиболее общими выраже
ниями закономерностей движения турбулентного потока. 
Широко используемые в гидравлике уравнения равномерного и 
неравномерного движения могут быть непосредственно получены 
из этих общих уравнений.

Уравнения движения ламинарного потока имеют вид, подоб
ный уравнениям турбулентного движения, но вместо коэффици
ента виртуальной вязкости содержат коэффициент физической 
вязкости воды [Л. Эти уравнения выведены в первой половине 
XIX в. Навье и Стоксом и записываются следующим образом:

где

dVx
dt

= ^X g
T

dp
dx ■ +

g
-P-

d ^ x
dx2 +

d2vx
dy2 • +

d^vx l
dz2

dVy

dt
= K -

T
dp
dy +  ■

g
T V-

'd2Vy

_ dx2 +  ■
d2Vy

dy2 +  ■
d2Vy '

dz2 J J

dvz
~ d T ~

= z g
i

dp
dz +

g
1 •p-

d'^Vz
dx2 +

d2v^
dy2 - +

d2v^ ' 
dz2 f .

dVx dvx dv. dv^ dv^
dt dt ■ dx dz

И  T . Д.

(4.56)

Вспомним общие уравнения движения жидкости (1.37), в ко
торых ^ 1роекции ускорения__сил„ сопротивления были представ
лены формальной'1 га1шсью; gfy,  gfz-

Сравнение уравнения (1.37) с уравнениями турбулентного 
(4.54) и ламинарного (4.56) движения позволяет выяснить содер
жание величин g f x ,  g f y  и g f z .  Для турбулентного движения про
екция на ось л: ускорения сил сопротивления записывается 
в виде

gfx =

106

дх
dvx
дх + <?у

dvx
dy дг дг

(4.57)



Д л я  л а м и н а р н о г о  д в и ж е н и я  с о о т в е т с т в е н н о  б у д е м  и м е т ь

&k)jc I ёР-Vx , df̂ v
~r ду2 "1"дх2 dz2 (4.58)

Для проекций на оси у  и z  получим аналогичные формулы, 
которые будут отличаться лишь содержащимися в них проек
циями скорости.

§ 7. Уравнения турбулентной диффузии и турбулентной 
теплопроводности

Выделим в турбулентном потоке параллелепипед объемом 
d V = d x d y  dz, стороны которого параллельны соответствующим 
координатным осям х, у  и z  прямоугольной системы (рис. 4.7).

Р и с .  4 .7 . К о н т р о л ь н ы й  п а р а л л е л е п и п е д  
и  е г о  п е р е м е щ е н и е  Ь х  ( к  в ы в о д у  у р а в н е н и я  

т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я ) .

Пусть ось X  располагается в направлении осредненного дви
жения.

За весьма короткий интервал времени 6t  центр тяжести па
раллелепипеда, а вместе с тем и его грани 1 я 2 {dy dz) сме
стятся в направлении оси х  на весьма малую величину бд:.

Принимаем, что движение жидкости является равномерным 
и установившимся. Установившимся также является поле кон
центрации вещества, содержащегося в потоке. Примем далее, 
что концентрация вещества в направлении поперечной оси 2

№



остается неизменной. Указанные ограничения записываются 
следующим образом;

dVjc __ d v x  _ d s  d s  ^
~ ~ ' Ж

Принятое расположение координатных осей относительно на
правления течения приводит к равенству нулю осредненных зна
чений поперечных составляющих скорости

=  =

Составим баланс взвешенного в воде вещества (наносов), 
что будет отвечать более общему случаю по сравнению с балан
сом растворенного вещества. Уравнение баланса растворенного 
вещества может быть при этом получено из общего уравнения, 
если принять гидравлическую крупность находящихся в воде 
частиц равной нулю.

Помечаем номерами 1—6 грани параллелепипеда, как это 
показано на рис. 4.7. Обозначаем секундные расходы вещества 
за счет турбулентного обмена и осаждения частиц через соответ
ствующие грани символами; Qsi, Qs2, . . . ,  Qse- Если, как и 
прежде, обозначить через qs секундный перенос вещества через 
единицу поверхности, то можно написать;

Q .1

Q s2

Q .6  = = q s ^ d y d x .

(4.59)

Как было показано выше, единичные расходы qs опреде
ляются следующим образом;

g
т

А
( d s  '

\ ь

^ .2  =
g_
т - Л

d s
[ d x I z ’

9 .3  =
g
т

f  d s

[ д у ) з  ^

^ .4  =
g
т ■ л

’ d s  
d y )  + a s , - .

^ .5  =
g
7 ■ Л

d s
d z 1  =  “ ^

g
т Л

/  d s  
[ d z ) r ° ’

(4.60)

108



где индексами «1—6» помечены соответствующие грани. Равен
ство нулю двух последних величин определяется принятым ис
ходным предположением о постоянстве концентрации по ширине 
потока (т. е. по оси z).  Через и обозначена гидравлическая круп
ность частиц, принимаемая постоянной.

Составим уравнение баланса взвешенного вещества для кон
трольного объема dV

d s (4.61)

Заметим, что в рассматриваемом случае, отвечающем приня
тым ограничениям, будет иметь место равенство .

ds
~ Ж

=  v
d s (4.62)

где Vx — продольная осредненная скорость.
Подставляя в уравнение (4.61) значения величин по соотно

шениям (4.60) и (4.62), получаем

V
ds 

^  дх
d x  d y d z  =  - ^

+  - - Л ,
ds
ду

- А

ds

ds
д х

ds
дх 2J

4 J
d z d x - \ - u  («3 — S4) dz  dx .  (4.63)

Принятое выше предположение об относительной малости 
перемещения параллелепипеда позволяет не учитывать измене-

ний величин и обусловленных этим перемеще

нием, и выразить разности, содержащиеся в квадратных скобках 
в правой части уравнения (4.63), следующим образом:

Д алее можно записать
ds

(4.64)

(4.65)

(4.66)

Подставляя равенства (4.64) — (4.66) в уравнение (4.63) и 
сокращая его на d x d y d z ,  приходим к следующему окончатель
ному виду уравнения турбулентной диффузии, отвечающему рас
сматриваемому случаю:

^  ( л  # )  +  f  ̂  ( л  ^ )  -  “I -  • ( « Г )
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Аналогичным образом можно получить и общее уравнение 
турбулентной диффузии, имеющее вид

д х

а

ds
Ж е

d s  \
д г —  и -

6 s
д у

(4.68)

Д ля растворенных веществ, гидравлическая крупность кото
рых принимается равной нулю (т. е. ы— 0), уравнение (4.68) 
записывается без последнего члена. Если при этом принять 
Л =  const, то будем иметь

d s
d t =  f A

dx'^ дг2 (4.69)

В этих уравнениях полнар производная концентрации по вре
мени определяется равенством

d s
d t

d s
d t

■ V
d s d s  I d s

Общее дифференциальное уравнение турбулентной теплопро
водности имеет вид

d t
Ж.

Т
<5 / д  ае

d x д х +
а ае

где
dQ ае , 
d t

d y

ае

д у + d z
А ае

д г
(4.70)

d t d x
■ V

ае
у д у

ае
d z

здесь 0 — температура, остальные обозначения прежние.
Дифференциальные уравнения турбулентной диффузии и тур

булентной теплопроводности, полученные такж е В. М, М аккаве
евым, имеют очень большое теоретическое и практическое значе
ние. Они используются для решения многих задач гидравлики, 
особенно речной гидравлики. Весьма часто при решении таких 
задач приходится прибегать к упрощениям; одним из них явля
ется условие А  =  const. В этом случае уравнение турбулентной 
теплопроводности приобретает вид

дх2 dz2 (4.71)

Дальнейшие упрощения основаны на пренебрежении отдель
ными членами уравнения при учете характера потока и особен- 
ностей-рассматриваемой задачи.
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§ 8. граничные условия турбулентных потоков

При решении различных задач динамики турбулентных пото
ков, при расчете турбулентной диффузии и теплопроводности 
путем использования основных уравнений, которые были рас
смотрены выше, необходимо принять определенные граничные 
условия.

Несмотря на все многообразие граничных условий в много
численных конкретных случаях их удается свести к следующим 
основным формам: 1) заданию величин скорости, концентрации 
или температуры на граничной поверхности, т. е. к заданию са
мих функций; 2) заданию единичного расхода количества дви
жения, вещества или тепла через граничную поверхность, что 
осуществляется введением производных рассматриваемых функ
ций с соответствующими множителями на граничной поверхно
сти; 3) заданию закона передачи количества движения, веще
ства или тепла через граничную поверхность и вместе с тем 
значений скорости, концентрации и температуры для внешней, 
зоны рассматриваемого потока. Заметим при этом, что в ряде 
задач пограничный слой потока играет роль упомянутой внешней 
зоны по отношению к основной части турбулентного потока.

В некоторых теориях турбулентности, например в теории 
Л. Прандтля, принималось, что турбулентный поток имеет 
весьма тонкий ламинарный пограничный слой. Новейшие иссле
дования изменили представление о характере пограничного 
придонного слоя потока, в котором обнаружена пульсация ско
ростей. В этом слое зарождаются вихревые турбулентные 
образования, распространяющиеся на всю толщу потока, где они 
получают наиболее полное развитие. Из сказанного следует, что 
пограничный слой, имеющийся у дна и стенок в турбулентном 
потоке, характеризуется не отсутствием турбулентности, а пони
женной турбулентностью.

Рассмотрим несколько примеров способа задания граничных 
условий. Если при расчете распределения осредненных скоростей 
в плоском потоке (в вертикальной плоскости хОу) использовать 
выражение единичного расхода турбулентного переноса количе
ства движения, то для получения граничных условий на свобод
ной поверхности потока следует принять условие отсутствия пе
реноса:

{дг)у.о =  0. (4.72)

где у  — вертикальная ось, направленная сверху вниз.
Пользуясь выражением для величины {qr)y, которое для ука

занного случая запишется без второго члена, находим

= 0 ,  ( 4 .7 3 )
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что при очевидном условии Ао¥=0 дает для свободной поверх
ности

(4.74)

Величины, относящиеся к свободной поверхности, даны с ин
дексом нуль (0).

Д ля того ж е потока граничные условия у дна будут вы ра
жаться соотношением

---- \Ч г ) у , Н ,d y н

откуда для частного случая равномерного установившегося по
тока находим

где /  — уклон водной поверхности, Я  — глубина потока. Такое 
соотношение легко получить, если использовать рассуждения, 
примененные при выводе формулы (4.39), полагая при этом, что 
У ^ н .

Рассмотрим граничное условие на поверхности, применяемое 
при исследовании поля мутности потока. Используем формулу 
турбулентного переноса наносов через единицу горизонтальной 
площадки в единицу времени (qs)y- Учитывая, что наносы не 
проникают через свободную поверхность воды, пишем

откуда
d s

\ d y
(4.77)

Переходя к третьей форме задания граничных условий, ука
жем, что она широко используется при решении задач о движе
нии наносов и о термике потоков. В связи с этим отметим 
весьма плодотворное предложение В. М, М аккавеева об учете 
двух значений мутности потока у дна: собственно донной мут
ности 5я, соответствующей осредненной мутности в основной 
турбулентной зоне потока у дна, и пограничной мутности, назы
ваемой мутностью взмыва и обозначаемой через «вам (см. гла
ву ХП1).

Остановимся теперь несколько более подробно на граничных 
условиях у дна, принимаемых при рассмотрении вопросов дина
мики и кинематики потоков и отвечающих более сложным слу
чаям, чем тот, который принят при выводе формулы (4.75).

Важной особенностью турбулентного потока вблизи дна или 
стенок, именно в его граничном слое, следует считать резкое
112



уменьшение составляющих осредненных скоростей течения. 
Д ля учета указанной особенности В. М. М аккавеев рекомендует 
следующий вид граничных условий:

Производная осредненной скорости берется поднормали ко дну 
или стенке. Некоторая длина I, являющаяся параметром в этой 
формуле, может быть установлена на основании эмпирических 
данных, в частности, для этой цели могут быть использованы 
эмпирические уравнения профиля скорости.

Применяя, например, формулу Базена, можно получить

где С — коэффициент Шези, т = 2 4  (по Базену) или, по автору, 
т = 0 ,3 5 С - |-3  при С ^  60. Параметр I прямо пропорционален глу
бине потока и уменьшается с увеличением шероховатости русла.

Остановимся на задании граничных условий при решении 
задач термики и движения наносов.

Известно, что при нагревании или охлаждении турбулентного 
потока от стенки в непосредственной от нее близости наблю
дается очень большой градиент температуры, который резко 
уменьшается при удалении от стенки, и уже на небольшом рас
стоянии от нее изменение температуры становится относительно 
малым. Точно установить толщину слоя, в котором температура 
изменяется скачкообразно, и определить теплопроводность этого 
слоя весьма затруднительно. Возникающие затруднения устра
няются введением понятия теплопередачи через граничный слой 
при использовании известной формулы Ньютона

(?в)гран ■ ®(®гран ®внешн)> (4 .8 0 )

где бгран — температура в потоке на границе основной турбулент
ной зоны потока и пограничного слоя; эта величина определяется 
в ряде задач экстраполяцией кривой распределения температуры 
в потоке до стенки, Овнешн — температура стенки, а  — коэффи
циент теплопередачи, который находится экспериментально.

Можно провести определенную аналогию между процессом 
взвешивания наносов со дна потока и теплопередачей через гра
ничную поверхность. В этой аналогии значение Sh соответствует 
бгран, а мутность, возникающая у самой поверхности стенки под 
действием струй потока, обозначаемая через «взм, соответствует 
температуре стенки. Более полно вопрос о переносе наносов 
в граничном слое потока будет рассмотрен в разделе о наносах, 
где такж е раскрывается и физическая сущность мутности 
взмыва.

8 Караушев А. В. 113



§ 9. Динамический и статистический подходы к изучению 
турбулентности. Исслёдования Маккавеева, Прандтля, 

Рейнольдса, Фридмана, Колмогорова

В основе теоретических исследований турбулентного движе
ния и теоретических моделей турбулентного потока лежат две 
концепции, имеющие много точек соприкосновения, — это дина
мическая и статистическая концепции. Первая из них основыва
ется на изучении напряжений, характерных для турбулентного 
потока, обусловленных пульсацией скоростей, вторая изучает 
статистические характеристики пульсирующего скоростного 
поля, приходя в ряде случаев к динамическим соотношениям.

В предыдущих параграфах главы IV наряду с рассмотрением 
основных особенностей турбулентного движения жидкости изло
жена имеющая динамический характер теория турбулентного 
перемешивания русловых потоков, называемая иногда диффузи
онной теорией турбулентности. В основу этой теории положены 
идеи о турбулентном переносе количеств движения, взвешенных 
веществ и тепла, высказанные в 1915 г. Дж . Тейлором и в 1917— 
1925 гг. В. Шмидтом, рассмотревшими простейшую задачу об 
атмосферной турбулентности.

Общая теория турбулентного перемешивания применительно 
к русловым потокам, отличающимся наиболее сложной структу
рой, разработана В. М. Маккавеевым и его школой. Н ачало раз
работки теории относится к 1931 г.; более глубокое обоснование 
она получила в послевоенные годы.

Эта теория, имеющая фундаментальный характер, рассматри
вает пространственные модели переноса количеств движения, 
примесей (растворенных веществ и взвесей) и тепла, дает общие 
дифференциальные уравнения такого переноса (динамические 
уравнения, уравнения диффузии и теплопроводности), опреде
ляет граничные условия и изучает структуру коэффициентов 
турбулентного обмена, турбулентной диффузии и теплопровод
ности. Во всех конкретных решениях этой теории учитывается 
русловое трение.

Теория турбулентного перемешивания имеет широкое приме
нение в практике расчетов речных потоков, каналов, водохрани
лищ, движения в них наносов, их термики. Возможности теории 
очень велики, однако в ряде случаев получаемые решения отли
чаются приближенностью, иногда они носят весьма ориентиро
вочный характер. Имеется немало и таких задач, способы реше
ния которых не разработаны или не представляются достаточно 
ясными с точки зрения существующего представления о турбу
лентных потоках.

Теория турбулентности русловых потоков, методика их рас
ч ета— это та область гидравлики, которая весьма интенсивно 
развивалась в последние десятилетия, и надо полагать, что
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в ближайшее время мы станем свидетелями значительных новых 
достижений в этой области.

Говоря о диффузионной теории турбулентности, нельзя не 
упомянуть и о другом направлении этой теории, развитом так 
называемой геттингенской школой, основоположниками которой 
являются Л. Прандтль и Т. Карман, уделившие особое внима
ние турбулентному течению в трубах, обтеканию пластин. Пранд- 
тлем разработана, в частности, теория пограничного слоя 
турбулентного потока, сыгравшая в свое время положительную 
роль в развитии обш,их представлений о турбулентном потоке, 
но в настояш,ее время признаваемая неточной. Ученые этой 
школы на основании экспериментального изучения пограничного 
слоя стремились обосновать выражение коэффициента турбу
лентного обмена.

Предложенное Прандтлем в 1925 г. выражение имеет вид

Л =  р / 2 - ^ ;  (4.81)

здесь р — плотность жидкости, t — некоторая линейная величина, 
зависящ ая от расстояния точки от стенки и условно названная 
Прандтлем путем перемешивания. Путь перемешивания в после
дующих работах подвергался специальному изучению. Формула 
(4.81) не может считаться универсальной, что легко обнаружить, 
применяя ее, например, для динамической оси потока, где ско
рость течения имеет максимум, а производная скорости равна 
нулю. Здесь формула приводит к явно неверному результату, 
давая нулевое значение А,  хотя в действительности в этой об
ласти потока имеет место интенсивное перемешивание и должно 
получаться большое значение А.

Теория турбулентного перемешивания и теория Прандтля, 
развитые на основе динамического подхода, имеют такж е и ста
тистический аспект: они используют статистические методы при 
осреднении и получении характеристики пульсационных величин.

Одновременным применением динамического и статисти
ческого подходов к исследованию турбулентности отличаются 
разработки О. Рейнольдса, выполненные в конце прошлого века. 
Сведения о некоторых результатах, полученных Рейнольдсом, 
даны в главе I настоящей книги. Здесь остановимся на выведен
ных им динамических уравнениях турбулентного потока. В основе 
вывода этих уравнений леж ат соотношения Рейнольдса—Л о
ренца для составляющих касательного напряжения, имеющие 
вид

=  — 'v'x'v'y, =  — № .  • • • и т. д ., (4.82)

где, как и прежде, v'^,  и ' — компоненты пульсационной ско
рости. Помимо динамического смысла (выражение касательных
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напряжений трения в турбулентном потоке) формулы (4.82) 
имеют и статистический смысл, являясь моментами корреляции 
(или моментами второго порядка) составляющих пульсационных 
скоростей.

Выведенные О. Рейнольдсом дифференциальные уравнения 
турбулентного движ:ения при исключении из них (как весьма 
малых) членов, учитывающих физическую вязкость воды, запи
сываются следующим образом:

dVx _  у  __ _g_ __ dVx^x
d t  ~i д х  д х

d t  у dy d x

= z - g  d p
d t  у  д г  д х

д у 'У у d ^ W z
д у d z  ’

dv'yv'y dv'yv'^

d y d z  ’

dy'yy'z dy'z^'z
д у д г

(4.83)

Три последних члена в каждом из этих уравнений учитывают 
внутреннее турбулентное трение.

Уравнения Рейнольдса имеют большое теоретическое значе
ние. Д ля практических ж е целей применение их весьма ограни
чено, так как они представляют собой незамкнутую систему. 
Число неизвестных функций, содержащихся в этих уравнениях и 
в уравнении неразрывности, дополняющем систему, значительно- 
превышает число уравнений. К таким неизвестным функциям 
относятся, в частности, и моменты корреляции, которые в дейст
вительности могут быть определены только экспериментально- 
для вполне конкретных условий.

Приведенные выше формулы касательного напряжения могут 
быть выведены довольно простым способом при использовании 
теоремы количества движения переменной массы.

Выделим в турбулентном потоке некоторый контрольный 
объем, заключающий вполне определенную массу. За счет тур
булентных пульсационных движений в этот объем поступают 
объемы (порции) жидкости из соседних областей потока и одно
временно из него в соседние области выходят объемы, равные 
поступившим. Вместе с первыми в контрольный объем прино
сится некоторое количество движения, а вместе со вторыми не
которое количество движения выносится из контрольного- 
объема.

Запишем уравнение количеств движения в проекции на ось дг 
для контрольной массы М, к которой присоединяются отдель
ными порциями массы 8 Ми и из которой удаляются массы б Mm. 
К аж дая из этих порций в момент присоединения и в момент от
деления обладает проекцией скорости на ось х, соответственно 
равной Vxk и Vxm-
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Таким образом, приносимые и уносимые порции количеств 
движения могут быть обозначены произведениями 8MkVxk и 
^MmVxm- Составляя ДЛЯ КОНТРОЛЬНОГО объема уравнение коли
честв движения для промежутка времени At, необходимо учесть 
сумму всех порций, принесших количества движения, и сумму 
порций, вынесших количества движения, т. е. следует написать

А ( M v j = S  -  2  +

где А (Mux) — изменение количеств движения контрольной массы 
М  за время At, а Atl-Fx  — импульс суммы внешних сил, дейст- 
вуюш;их на контрольную массу в течение времени At.

Первые два члена правой части уравнения представляют 
собой разность присоединенных и отделенных количеств движе
ния; часть этой разности отвечает переносу количеств движения 
через контрольную площадку Аозу, имеющую внешнюю нормаль 
у  и являющуюся частью общей поверхности, ограничивающей 
контрольную массу М. Эта разность может быть представлена 
как проекция на ось х импульса равнодействующей касательных 
напряжений внутреннего трения в турбулентном потоке (вирту
альной вязкости) Хху, т. е.

( S  =  X , ,  М .  ( 4 .8 4 )

Обозначим мгновенные значения проекции скоростей Vx и vy
через сумму осредненных величин Vx а Vy п пульсационных до
бавок v'^ ^  ^'у- упрощения выкладок примем, что ось х
совпадает с направлением осредненного течения, а поэтому
осредненное значение поперечной скорости Vy равно нулю. 
В соответствии с этим записываем

Ъ ' п  =  '^ 'у

Размеры перемещающихся через площадку Аа>у масс 6М& 
и 8Мт можно выразить соотношениями, учитывающими верти
кальные пульсации ±Vy  , т. е. написать для массы, присоеди
няющейся к контрольному объему,

=  ( _ ^ ; )  и  ( 4 .8 5 )
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и для массы, отделяющейся от контрольного объема,

=  (4 .8 6 )

Здесь 8t  выражает равные интервалы времени, по которым 
ведется подсчет порций масс, пересекающих площадку Асиу 
в одну или в другую сторону. Если через tii обозначить число 
порций массы, вошедп1ей в объем, а через П2 — число порций 
массы, вышедшей из объема за время At, то, очевидно, на осно
вании принятых предположений можно написать

, ( 4 .8 7 )
/г =  «14- «2. J

Учитывая выражения для мгновенных скоростей и подстав
ляя равенство (4.86) в формулу, (4.84), получаем следующую 
запись ее левой части:

Пз . 

-  2  (+

Произведем умножение под знаками сумм и вместо члена 
в квадратных скобках получим

fli П\ Пг Лг

-  2  '^ х к ^ ’у -  2  -  2 '^хт'^'у -  2  •

Пренебрегая различием средней продольной скорости порций 
масс, перемещающихся в направлении оси г/ и в противополож
ном направлении, примем Vxk =  Vxm. Учитывая это равенство, 
складывая суммы m и т  членов и записывая их под общим сим
волом суммы, находим следующее выражение для рассмотренной 
выше разности:

( S  ='у
п

2  +  2 ( 4 .8 8 )

Первый член правой части этого выражения тождественно 
равен нулю, что вытекает непосредственно из определения пуль
сационной скорости: вспомним, что сумма, пульсационных откло
нений v '  за достаточный для осреднения промежуток времени 
равна нулю; равна нулю и сумма произведений v '  на постоян
ную величину Vx.
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Преобразуем оставшийся член правой части уравнения

^ v W y  =  n ^ ^ ^ n V x v ; .  (4.89)

Учитывая равенства (4.89) и (4.87), записываем выражение 
(4.88) следуюш;им образом;

( S  -  S  ^  ^  -  ( 4 . 9 0 )

Из сопоставления полученной зависимости с равенством 
(4.84) находим формулу Рейнольдса—Лоренца

(4.91)

Весьма полное развитие получил статистический подход 
к изучению турбулентного потока в работах А. А. Фридмана и 
Л. В. Келлера (1924 г.), рассмотревших статистические характе
ристики турбулентности для сжимаемой жидкости (атмосферы). 
В теории этих ученых, помимо корреляции между компонентами 
скорости в точке потока (используемой, например, Рейнольд
сом), рассматривается такж е и корреляция между компонен
тами скорости в двух различных точках потока.

Полученная А. А. Фридманом и Л. В. Келлером весьма 
громоздкая система, состоящая из многих дифференциальных 
уравнений, содержит моменты связи между пульсирующими ско
ростями второго и третьего порядков. Система уравнений оказы
вается незамкнутой, так как содержащееся в ней число неизвест
ных функций превышает число уравнений. Принимаемое далее 
в теории допущение о равенстве нулю моментов третьего по
рядка позволяет замкнуть систему уравнений. Однако такой спо
соб замыкания, носящий произвольный характер, не приводит 
все ж е к положительным результатам, так как система уравне
ний сохраняет свою громоздкость и практически остается непри
годной для решения конкретных задач. Известны лишь отдель
ные попытки применения этой теории к простейшему случаю 
изотропной турбулентности атмосферы.

Предпринятая Е. М. Минским (1952 г.) попытка применения 
теории Фридмана—Келлера к русловым потокам дала факти
чески негативный результат; была обнаружена, в частности, 
невозможность установления связи между статистическими 
характеристиками, фигурирующими в уравнениях, и русловым 
сопротивлением, которое вместе с полем осредненных скоростей 
следует считать определяющим фактором в формировании 
турбулентности.
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Выше был использован термин «изотропная турбулентность». 
Изотропной турбулентностью именуется такое состояние потока, 
при котором все компоненты статистических характеристик 
Т1ульсируюш;ей скорости, в частности, моменты корреляции, со
ставленные для каждой точки, оказываются взаимно равными. 
Понятие однородной турбулентности предполагает независи
мость статистических характеристик скоростного поля потока 
от координат, т. е. от места расположения точки в потоке. Поня
тия однородной и изотропной турбулентности представляют 
‘Собой идеализацию турбулентного потока. К такой идеализиро
ванной схеме в некоторых случаях приближается атмосферная 
турбулентность на значительном удалении от земной поверх
ности, турбулентность в аэродинамической трубе за выравни
вающими решетками. Турбулентность русловых потоков далека 
от схем изотропной и однородной турбулентности и эти схемы 
могут применяться к ним лишь в весьма ограниченных случаях.

Русловая турбулентность является неизотропной (анизотроп

ной). Укажем, что моменты корреляции о 'и '  и т. д., ко
торые, как мы уже знаем, могут быть выражены произведением 
коэффициента турбулентного обмена на сумму двух производ
ных компонент скорости по координатным направлениям, не 
■являются взаимно равными, что обусловлено характерным для 
руслового потока распределением осредненных скоростей в попе
речном сечении, наличием поперечных составляющих осреднен
ной скорости.
• В 1941 г. А. Н. Колмогоровым была разработана теория ло

кальной изотропной турбулентности. В основе этой теории лежит 
развитое в работах Л. Ричардсона (1926 и 1929 гг.) представле
ние о турбулентной структуре потока, как о совокупности вихре
вых образований (турбулентных образований) различных разме
ров (масштабов).

По представлению Колмогорова, за счет неустойчивости ос
редненного движения возникают вихревые образования наиболее 
крупного размера. За счет неустойчивости и распада этих вихрей 
образуются вихри более мелкого масштаба, которые в свою 
очередь порождают еще более мелкие турбулентные образова
ния. По всему этому каскаду вихрей передается энергия осред
ненного движения, которая, согласно концепции Колмогорова, 
гасится в вихрях самого мелкого масштаба, характеризующихся 
устойчивым ламинарным движением и внутренним трением, оп
ределяемым физической вязкостью жидкости; здесь кинетиче
ская энергия переходит в тепловую.

Наиболее существенное место в теории Колмогорова зани
мает представление о локальной изотропии турбулентного по
тока. Колмогоров исходит из имеющей место тенденции к рав
номерному распределению по степеням свободы энергии внутри
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турбулентных образований и учитывает, что такому выравнива-- 
нию препятствуют анизотропные внешние силы, величины кото
рых уменьшаются с уменьшением масштабов указанных образо^ 
ваний. Он считает поэтому возможным пренебречь действием 
этих сил на турбулентные образования достаточно мелкого- 
масштаба, принимая, таким образом, локальную изотропию» 
мелкомасштабных турбулентных движений.

Турбулентные образования такого достаточно мелкого мас
штаба получают энергию от образований более крупных (низ
шего порядка) и передают ее только образованиям высшего по
рядка, внутри наиболее мелких из них и осуществляется переход 
энергии в тепловую.

На основании такой схемы Колмогоров оценивает средний 
поток энергии по каскаду турбулентных образований и прирав
нивает его диссипации энергии в мелкомасштабных турбулент
ных образованиях. Далее, для области локальной изотропии? 
выводится формула, связывающая масштаб турбулентности,, 
коэффициент турбулентной диффузии и диссипацию энергии тур
булентности. Эта формула применяется при изучении атмосфер
ной турбулентности. Известны попытки ее применения для тур
булентности глубоководного моря. Д ля русловых потоков эта 
формула до сих пор не применялась; ее применение встречает 
существенные затруднения ввиду исключительной сложности 
структуры русловой турбулентности.

В последние годы весьма усиленно ведется работа по изу
чению структуры русловых турбулечтных потоков, причем су
щественное внимание уделяется самому процессу турбулизации^, 
возбуждению турбулентных движений в придонной области по
тока. Из наиболее важных экспериментальных исследований 
в этом направлении следует указать в первую очередь фунда
ментальные исследования И. К. Никитина (1959— 1963 гг.), экс
перименты В. Н. Гончарова, получившие оригинальную трак
товку в ряде его работ (1954— 1962 гг.), исследования Е .М .М ин
ского (1952 г.), Б. А. Фридмана и др.

В теоретическом плане структура турбулентного потока и,, 
в частности, его придонной области рассмотрена в ряде трудов-. 
В. М. М аккавеева (1947— 1966 гг.). Выше была уже изложена 
его идея о разделении турбулентной пульсации на чистую пуль
сацию и пульсацию, зависящую от характеристик осредненного- 
поля скоростей. В дальнейшем Маккавеев уделил особое вни
мание процессам формирования турбулентных пульсаций в при
донной области потока, находящейся под непосредственным 
влиянием шероховатого дна, структуре вихревых образований 
придонной области и взаимодействию этих образований. В аж 
ным итогом работы явилось составление уравнений моментов 
количеств движения и энергетического уравнения, учитывающего^ 
процессы гашения и восстановления энергии пульсационных
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движений, рассматриваемых как вращательные движения. 
В своей работе М аккавеев указывает, что половина энергии 
внешних сил, действующих на поток, расходуется на гашение, 
а половина— на непрерывное восстановление комплекса пульса
ционных движений.

Сделанный здесь краткий обзор исследований турбулентных 
потоков свидетельствует, с одной стороны, об исключительной 
сложности проблемы турбулентности и незавершенности многих 
теоретических разработок, с другой — о существенных достиже
ниях теории турбулентности, позволяющей уже теперь решать 
многие, иногда сложные практические задачи.

Г л а в а  V

СТРУКТУРА ТУРБУЛЕНТНОГО ПОТОКА 
И ДИНАМИЧЕСКОЕ ПОДОБИЕ

§ 1. Распределение осредненной скорости и коэффициента 
турбулентного обмена по вертикали

Характер распределения осредненной скорости по вертикали 
в турбулентном потоке зависит от многих факторов. Основными 
из них являются: величина средней скорости потока, глубина, 
шероховатость русла, уклон водной поверхности, характер изме
нения скорости течения во времени и по длине потока. Ввиду 
этого нельзя получить простой зависимости, которая выражала 
бы распределение скорости по вертикали для самого общего слу
чая. В гидрологии и в  гидравлике устанавливается уравнение 
распределения скоростей по вертикали для наиболее простого 
случая, именно для установившегося равномерного потока, про
текающего в широком прямолинейном русле, или в прямолиней
ной круглой трубе. Условие о том, что рассматривается широкий 
поток, существенно потому, что в этом случае пренебрежимо 
мало влияние боковых стенок на распределение по вертикали 
скоростей в основной части потока. Принимается далее, что по
перечные скорости являются небольшими и поэтому могут не 
учитываться. Это возможно именно при взятом предположении 
об относительной прямолинейности потока.

Д ля решения поставленной задачи воспользуемся общими 
дифференциальными уравнениями турбулентного движения по
тока, приведенными в предыдущей главе (уравнениями М акка
веева). Принимаем, что ось х  совпадает с направлением течения 
потока. Поперечные составляющие осредненной скорости в соот
ветствии с принятым условием отсутствуют, т. е. V y = V z = 0 .  Оче
видно, что из трех дифференциальных уравнений рассматривае
мой системы для решения поставленной задачи сохраняется
122



только одно — уравнение для продольной скорости Vx, которую 
ниже будем обозначать через v (т. е. без индекса л:).

Учитывая все принятые выше ограничения, записываем ука
занное уравнение следующим образом:

(W )

Если принять далее, что ось х  расположена на свободной 
поверхности потока, то второй член правой части уравнения (5.1) 
превращается в нуль, т. е.

- Й - = о -

Единственной массовой силой, действующей на поток, яв
ляется сила тяжести. Проекция на ось х  ускорения силы тяжести 
выразится так:

X  =  g s i n a ^ g l .  (5.2)

Здесь I  — уклон водной поверхности, равный тангенсу угла а, 
образуемого водной поверхностью и горизонтальной линией. При 
малых углах а  уклон I  с достаточным приближением может 
быть принят равным sin а.

Ввиду того что в уравнении (5.1) содержится только один 
аргумент у, частные дифференциалы в нем могут быть заме
нены полными и при учете вышесказанного оно может быть з а 
писано таким образом:

- / = = 1 - 4 - ( а
т \

Интегрируем уравнение

и получаем

-T /y  =  A - | -  +  Ci. (5.3)

Здесь Cl — произвольная постоянная; находим ее из следую
щего граничного условия на свободной поверхности: при у — О

производная ——= 0 ,  поэтому и C i= 0 . Теперь имеем 
Ci>y

=  (S '4 >

Напомним, что то ж е самое уравнение было получено 
в предыдущей главе непосредственно из рассмотрения сил,
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.действующих на выделенный в потоке параллелепипед с высо
той у  и площадью основания, равной единице.

Уравнение (5.4) можно разрешить относительно коэффици- 
«ента турбулентного обмена, т. е. написать

Л = - l l y
d v (5.5)

Изучение кривых распределения скорости по вертикали в ре- 
гках и широких каналах позволило автору установить, что в ус-

dv
•ловиях открытых потоков Производная скорости по глубине 

.в большинстве случаев имеет вид вогнутой кривой, схематически

d y

Р ис. 5.1. Х арак терн ое р асп р еделен и е скорости и верти
кального гради ен та  скорости по вертикали откры того т у р б у 

лентного потока.

изображенной на рис. 5.L При такой форме этой кривой фор- 
;мула (5.5) дает постепенное возрастание коэффициента турбу
лентного обмена от дна к поверхности потока, подобное возра- 
■станию скорости течения. На основании этого приходим к заклю
чению, что при равномерном, установившемся движении потока, 
находящегося только под действием силы тяжести, можно при- 
1ближенно принять, что коэффициент турбулентного обмена воз
растает вместе с возрастанием скорости, т. е.

A ^ k v , (5.6)

!где k  — коэффициент пропорциональности.
Теперь найдем уравнение распределения скорости по верти

кали. Подставим равенство (5.6) в уравнение (5.5) и напишем

k v d v
d y =  - т / у .
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^ J  D flf-y =  — т /  j  у й?у +  Со
и находим

+  (5.7)

Произвольную постоянную Сг определяем на основании гра
ничного условия на свободной поверхности, где у = 0 ,  а v — va 
(ул — поверхностная скорость)

С2 =  kvo .

Подставляя значение Сг в выражение (5.7), получаем 

- L  = -------k v l

или

И н т е гр и р у е м  это  у р а в н е н и е

z / .  (5.8)

Это — эллиптическое уравнение распределения скорости по 
вертикали. Вынося из-под,знака радикала и вводя безразмер-

Уную переменную у — — , будем иметь следующую запись урав

нения (5.8):

- Р у У  , (5.9)

где безразмерный параметр Р  выражается следующим образом:
п  7 /Я 2  

Согласно формуле Шези
и -

i n  ^2 •

Подставляя в выражение (5.10) значение /Я , получим

Анализ эмпирических кривых распределения скорости по вер
тикали V (у) позволил найти выражение параметра Р. Это эмпи
рическое выражение имеет вид
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где величина М  — функция коэффициента Шези С; она связана 
с С такой зависимостью (для пределов 10 ^  С ^  60):

М  =  0,7С +  6. (5.13)

При 0 6 0  величина М  является постоянной

М  =  48 =  const. (5.14)

Размерность М  соответствует размерности коэффициента 
Шези, т. е. равна корню квадратному из ускорения.

Сравнение выражений (5.11) и (5.12) позволяет найти сле
дующую зависимость для коэффициента k, содержащегося в фор
муле коэффициента турбулентного обмена:

Подставляя значение k в равенство (5.6), находим в окон
чательном виде следующую приближенную формулу коэффици
ента турбулентного обмена:

л  =  ̂ .  (5.16)

И Л И

A = & V \ - p 7 -  (S.17)

Формулы (5.16) и (5.17) позволяют вычислить коэффициент 
Л, в любой точке вертикали. Наибольшим он оказывается у по
верхности потока, а наименьшим у дна. Зависимостью (5.12) не
удобно пользоваться при вычислениях, поэтому для параметра Р  
предложены и другие соотношения, имеющие вид:
п р и 1 0 < С < 6 0

Р = = 0 , 5 7 + ^ ,  (5.18)

при 60 <  с  90
Я  =  0 ,0 2 2 2 С - 0,000197С2. (5.19)

При выполнении практических расчетов часто приходится
прибегать к различным упрощениям, одним из которых является 
использование осредненного для вертикали, для поперечного 
профиля или для изучаемого участка потока (реки) значения 
коэ(^фициента турбулентного обмена. Такое осредненное значе
ние находится по формуле, получаемой непосредственно на ос
новании выражения (5.16)

=  ( 5 - 2 0 )
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Здесь Vcp —  средняя скорость соответственно на вертикали, 
поперечнике или участке потока. Остальные величины, входящие 
в формулу (5.20), такж е соответственно относятся к вертикали, 
профилю или участку.

В гидрологии и гидравлике известен целый ряд уравнений 
распределения скорости по вертикали, большинство из них по
строены лишь на основании эмпирических данных, для построе
ния других использованы те или иные гипотезы. Так, в частности, 
рассмотренное выше эллиптическое уравнение основано на ги
потезе о пропорциональности коэффициента А  местной скорости 
V .  Эта гипотеза, как было показано, имеет эмпирическое обос
нование.

В предыдущей главе уже использовалась эмпирическая фор
мула Базена

v  =  (5.21)

где т  — по указаниям Базена — постоянная, равная 24. Иссле
дования, выполненные в недавнее время, показали, что параметр 
параболы Базена т  не является постоянной величиной, а зави
сит от коэффициента Шези и может быть выражен зависимо
стью

7»  =  - ^  =  0 , 3 5 C  +  3 .

Парабола Базена может быть легко получена из уравне
ния (5.5), если использовать гипотезу о постоянстве коэффи
циента турбулентного обмена А  по вертикали. Уравнение (5.21) 
можно рассматривать и как приближенное, полагая, что пере
менная Л в уравнении (5.5) заменена постоянной величиной, рав: 
ной среднему по вертикали значению коэффициента турбулент
ного обмена Лер.

Гипотезы, использованные при получении логарифмических 
уравнений профиля 'скорости или уравнений парабол с верти
кальной осью (парабола Базена является квадратичной парабо
лой с горизонтальной осью), рассматривают ту область потока, 
которая непосредственно примыкает к твердой стенке. Некото
рые из уравнений такого типа обнаруживают тем не менее бли
зость к натурным профилям скорости на вертикалях речных по
токов и применительно к рекам рассматриваются как прибли
женные эмпирические уравнения. Несовершенство логарифмиче
ских уравнений и парабол с вертикальной осью легко выясняется 
при сравнении получаемых на их основе графиков распределения 
производной скорости по вертикали с графиками производной, 
полученными по натурным данным. Явно неудовлетворительный 
результат дают попытки использования указанных уравнений 
для получения выражения распределения коэффициента турбу
лентного обмена по вертикали.
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Приведем некоторые из наиболее известных уравнений та 
кого типа.

Логарифмическое уравнение Т. Кармана имеет вид
2,3

‘У =  ‘Уо- (5.22)

Здесь ^„,^0,4 — константа Кармана, 0 ,̂  — так называемая ди
намическая скорость, определяемая равенством

v ^ ^ Y g H I  , (5.23)

где, как и прежде, — ускорение силы тяжести, Н  — глубина по
тока, /  — поверхностный уклон.

Логарифмическое уравнение Ясмунда—Никурадзе записы
вается в виде

2,3=  1 +  - ^ ^  , (5.24)
к *  V *  /

где а  — характеристика относительной шероховатости. В работах 
М. А. Великанова, широко пользовавшегося уравнением Ясмун
да—Никурадзе, даются численные значения а.

Уравнение профиля скорости в виде параболы с вертикаль
ной осью предложено, в частности, Коллупайло. Уравнение Кол- 
лупайло приводится к виду

v  =  a ^ { H  (5.25)

Здесь п  — коэффициент шероховатости по Маннингу, — 
эмпирический коэффициент. Во всех приведенных выше урав
нениях v{y)  принято, что координата у  направлена сверху вниз 
и имеет начало у поверхности потока.

На рис. 5.2 изображены графики распределения по вертикали
dv

скорости и производной скорости полученные по приведен

ным выше формулам, а такж е по данным натурных измерений 
на одном из участков р. Волги. Параметры расчетных формул 
вычислены применительно к тому же участку реки. Рисунок по
казывает, что в отношении распределения скорости по вертикали 
хороший результат дают эллиптическая формула и парабола 
Базена. Остальные формулы дают удовлетворительный резуль
тат только для основной части потока, на некотором удалении от 
дна; для придонного ж е слоя получается неудовлетворительный 
результат. В отношении распределения производной скорости и 
коэффициента турбулентного обмена хороший результат дает 
эллиптическая кривая, удовлетворительный — парабола Базена, 
а остальные упомянутые формулы оказываются в этом отноше
нии неудовлетворительными.
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Эллиптическая формула и уравнение Базена позволяют найти 
соотношения между средней скоростью Ucp на вертикали и ско
ростями у поверхности и у дна, а такж е между донной скоростью 
Ун и поверхностной Vo-

1,0 2 , 0  
п 
1 ,0

в) 1,0 2 , 0  А 
—1 ^

\ 1 1 
f  1

ч
\ [ 1V

Р ис. 5.2. Р асп р ед ел ен и е безр азм ер н ы х величин скоростей, 
гради ен тов  скорости  и коэф ф ициентов турбулен тного  
обм ен а , вычисленных по различны м ф ор м ул ам , в ср ав н е

нии с осредненны м и кривыми д л я  участка р. Волги.

rf V
i  — ск о р о сть  V, 2  — п р о и з в о д н а я  —  , 3  — к о э ф ф и ц и е н т  т у р б у л е н т -

йу

н ого  о б м е н а  А.
а —  о с р е д н е н н а я  э м п и р и ч е с к а я  к р и в а я , б  — э л л и п т и ч е с к а я  ф о р м у л а  
К а р а у ш е в а , е — ф о р м у л а  Б а з е н а ,  г  — ф о р м у л а  К о л л у п а й л о , д — ф о р 

м у л а  Я с м у н д а -Н и к у р а д з е .

Интегрируя, например, уравнение Базена по вертикали в пре
делах от поверхности (г /= 0 ) до дна (^ =  1), непосредственно на
ходим среднюю скорость

■Уер =  ■Уо J  J  ?  . (5:26)

Если аргументом формулы взять величину у, а не безразмер

ное отношение у =  , то множитель, стоящий перед вторым
интегралом, будет содержать в знаменателе, а пределами 
интегрирования будут О и Я . Д ля получения Уср в этом случае 
оба интеграла правой части выражения (5.26) необходимо было
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бы разделить на Н. Разумеется, результат получился бы таким 
же, как и из выражения (5.26), т. е.

mv,'с р

Отсюда имеем
ср ~  “"О з с  •

у \

=  1 + - ^ ,  (5.27)
^ср

Подставляя в уравнение Базена у — 1, находим выражение
донной скорости Vh в зависимости от Vo и Уср

mVrT)
------ (5.28)

Отношение донной скорости к средней получается следую- 
щим:

=  ( 5 - 2 9 )^Ср

Все эти формулы являются приближенными. Большую сте
пень приближения дает эллиптическое уравнение профиля скоро
сти, которое позволяет получить следующие зависимости: 
для поверхностной скорости

Ур _  I  у  м
Vcp V PQ ’ (5.30)

— (5. 31)
^Ср

и для донной скорости

Уср

§ 2. Пульсация скоростей, линейный масштаб турбулентности 
и коэффициент турбулентного обмена

В главе IV была отмечена исключительная сложность вну
тренней структуры турбулентного потока и возникающие в связи 
с этим затруднения теоретического изучения турбулентности. 
В настоящем параграфе рассматриваются лишь некоторые осо
бенности турбулентной структуры потока. Целью такого рас
смотрения является получение выводов, которые могут ■ исполь
зоваться при решении конкретных теоретических и практических 

Ш д й ч .  , ' '
, Русда потока является областью, формирования вихрей раз
личного размера и мощности. Эти вихри, отделяясь от поверх
ности русла, распространяются внутрь всего потока, увеличи
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ваясь в размерах, присоединяя к себе новые массы жидкости и 
соединяясь с другими вихревыми образованиями.

Интенсивность возбуждения в'ихрей в придонном слое потока 
резко возрастает с возрастанием шероховатости русла. Каждый 
из выступов шероховатости является источником формирования, 
вихрей. На рис. 5.3 изображена схема обтекания единичного вы
ступа шероховатости и образования за ним вихревой области. 
Такой вихрь не является стабильным, он возникает, развивается, 
затухает или, получив значительное развитие, отрывается от ис
точника возбуждения и перемещается внутри потока, а в это 
время за выступом шероховатости возникает новый вихрь. За 
многочисленными выступами шероховатости образуются вихри, 
влияющие друг на друга,
соединяющиеся между со- ----------------------------------   — _̂___
бой. В толщу потока про- ____________ — ----------------------
пикают в основном эти — — ------  --------------
соединившиеся, обладаю- ___ [Г _  C J T l"
щие достаточной энер- ^  —
гией вихри.

Наблюдаемые внутри 
турбулентного потока 
вихри или, как мы их
н а з ы в а л и  в ы ш е , п у л ь с а -  Р ис. 5.3. О бтекание единичного вы ступа  
ц и о н н ы е  и н д и в и д у у м ы ,  ш ероховатости ,

и м е ю т  п е р и о д  ж и з н и ,
в течение которого они сохраняют кинематическое отличие 
от окружающих их жидких масс. Теряя свою пульсацион- 
ную энергию (включающую и энергию вращения), они постепенно 
утрачивают свою индивидуальность, сливаются с окружающими 
массами жидкости и затем присоединяются к более молодым ви
хревым образованиям, такж е развивающимся, а затем угасаю
щим. Турбулентный поток можно представить себе состоящим из 
вихрей различного размера, одни из них возникают у твердых 
стенок потока, происхождение других связано с вихрями, переме
щающимися внутри потока; эти вторичные вихри 'являются, по- 
видимому, менее мощными.

Общее движение жидкости в направлении уклона оказы
вается, как видим, осложненным вихревыми (пульсационными) 
движениями, обусловливающими характерную для турбулент
ного течения структуру потока.

Выполненное О. К. Блумберг, М. А. Великановым и другими 
учеными статистическое изучение пульсационных скоростей по
казывает, что их распределение в фиксированных точках потока 
при установившемся режиме последнего подчиняется закону нор
мального распределения (закону Гаусса), т. е. носит случайный 
характер. Некоторое отклонение от нормального распределения 
наблюдается в основном лишь в придонном слое потока.
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Параметром кривой распределения является среднее квадра
тичное отклонение, которое для скорости будем обозначать через 
Gv. Среднее из абсолютных величин отклонений (т. е. пульса
ции), обозначаемое через w, для случая нормального распреде
ления находится в следующем простом соотношении с величи
ной Ov'.

' w ^ 0 , 8 c ^ .  '  (5.33)

Изучение распределения по вертикали открытого потока 
пульсационных скоростей показывает, что они имеют наиболь- 
щее значение на некотором небольшом расстоянии от дна; в на
правлении ко дну они несколько убывают, при увеличении рас
стояния от дна (от точки наибольшей пульсации) они также 
убывают, а затем вплоть до свободной поверхности потока со
храняют почти постоянное значение. Такой закономерности под
чиняются характеристики пульсации ш и 0  ̂ вертикальной со
ставляющей скорости (рис. 5.4). Оказывается, что наибольшие 
пульсации имеют место в зоне наиболее интенсивного зарожде
ния вихрей, над выступами шероховатости.

Линейные размеры вихрей, обозначаемые через Я, как пока
зывают измерения, в среднем возрастают от дна к поверхности 
потока (рис. 5.4). Заметим, что линейные размеры вихрей иначе 
называют размерами пульсационных индивидуумов, или линей
ным масштабом турбулентных возмущений.

Распределение по вертикали коэффициента турбулентного 
обмена А  определяется распределением да и Я. К такому выводу 
легко прийти, рассматривая структурную формулу коэффици
ента А.

В главе IV для коэффициента турбулентного обмена была 
записана формула

Здесь — объем жидкости, обладающий некоторой осред
ненной скоростью в направлении оси х  и пересекающий пло
щадку Асо, перпендикулярную оси у. Линейная величина Я„, ха
рактеризует расстояние, которое проходит в потоке пульсацион
ный объем, сохраняя свою индивидуальность. Среднее значение 
Яф пропорционально среднему значению линейного размера пуль
сационного индивидуума Я. Действительно, чем больше Я, тем 
большие пути будут в среднем проходить пульсационные ин
дивидуумы, сохраняя свое первоначальное свойство. Итак, на
пишем

X k-̂  ,
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среднее значение абсолютной величины вертикальной соста
вляющей пульсационной скорости приближенно определяется 
равенством

W  =  k2
т ху

А(!) Д/

в  приведенных соотношениях и — коэффициенты пропор
циональности.

Теперь вместо выражения (5.34) можем написать

g  k]k2
w \ . (5.35)

где К  — поправочный коэффициент, учитывающий замену сред
него от произведения двух величин в формуле (5.34) произ
ведением средних величин в формуле (5.35).

Р ис. 5.4. Граф ики р асп р еделен и я  по вертикали  
откры того потока ср едн его  значения абсолю тной  
величины вертикальной составляю щ ей пульса
ционной скорости W, ср едн его  значения линейного  
м асш таба  турбулен тности  Я, и коэф ф ициента  

тур булен тного  обм ена А.

Вводя обобщенный коэффициент

k  =  -

записываем окончательно структурную формулу коэффициента 
турбулентного обмена

Л =  —  kwk. 
g

(5.36)

Эта формула имеет большое теоретическое значение, так как 
наглядно показывает характер зависимости коэффициента тур
булентного обмена от внутренней структуры потока. Она дает 
возможность находить способ искусственного воздействия на ин
тенсивность турбулентного перемешивания путем воздействия на
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пульсационную скорость или размеры пульсационных индивиду
умов, что можно осуществить, например, введением в поток ре
шеток, наложением колебательных движений и т. д.

На рис. 5.4 изображен график распределения коэффициента 
турбулентного обмена А  по вертикали, полученный по формуле 
(5.36) при использовании графиков w(t/) и Х(у),  изображенных 
на том ж е рисунке. Как видим, структурная формула коэффици
ента А  позволяет подтвердить, что распределение этой величины 
по вертикали характеризуется плавным увеличением от дна к по
верхности потока.

§ 3. Динамическое подобие открытых турбулентных 
и ламинарных потоков

Натурные полевые исследования речных потоков весьма тру
доемки и дороги, поэтому не всегда представляется возможным 
организовать их достаточно полно. С другой стороны, часто 
оказывается необходимым получить представление о тех изме
нениях, которые будут иметь место в потоке после возведения 
в нем гидротехнических сооружений или искусственного измене
ния русла. Не всегда эту задачу можно решить путем расчета. 
Кроме того, методика расчета является приближенной, и для 
ответственных проектов гидротехнических сооружений резуль
таты расчета требуют добавочного подтверждения.

Во многих случаях в целях получения данных о гидравлике 
потока в бытовом и в измененном сооружениями состоянии ис
пользуется метод лабораторного моделирования. В лаборатории 
создают модель русла и пропускают расход воды. Форма русла 
и распределение скоростей течения модели должны отражать ус
ловия подобия натурному потоку.

Различают подобие геометрическое, кинематическое и дина
мическое. Геометрическое подобие имеет место в том случае, 
когда все линейные размеры натурного потока (натуры) 4  и 
модельного потока (модели) /м находятся в постоянном соот
ношении осн («н — линейный масштаб)

=  (5-37)

Кинематическое подобие отвечает условию постоянного соот
ношения скорости в соответствующих точках натуры Vb и модели 
Ом- Через а,, обозначаем масштаб скорости, который определя
ется отношением

- (5.38)

Динамическое подобие осуществляется в том случае, когда 
все силы, действующие в соответствующих точках натурного по*
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тока и модели, находятся в одном и том же соотношение ^ ,  
называемом масштабом силы.

Пусть действуют следующие силы: Ft — сила тяжести,
•̂ сопр — сила сопротивления, Рлп — сила инерции. Тогда условию 
подобия отвечает равенство

(5.39)
Т. м ^  сопр . м ^  и н . м

Д ля достижения динамического подобия практически необхо
димо получить соблюдение постоянства масштабов длин, вре
мени и действующих сил. ;

Масштаб времени обозначаем так:

(5.40)

где — длительность какого-либо процесса в натуре, /м — то же 
на модели. В качестве примера установления характерного* вре
мени приведем время прохождения жидкими массами потока 
расстояния между двумя створами, фиксированными на натур
ном потоке и на модели; характерное время может измеряться 
и отношением, характерного линейного размера к средней ско
рости потока. : , :i ;

В действительности оказывается весьма затруднительным, 
а в ряде случаев и невозможным получить динамическое подо
бие при действии на поток нескольких сил. Практически при мо
делировании потоков приходится выделять главные действующие 
силы и вьшолнять моделирование при учете только этих сил. 
Неучтенные силы, однако, могут оказывать существенное влия
ние и нарушать в большей или меньшей степени подобие.

Общие дифференциальные уравнения движения потоков учи
тывают все основные силы, определяющие течение. Поэтому 
уравнения движения, представленные в безразмерном виде, 
дают наиболее общее теоретическое выражение динамического 
подобия.

Рассмотрим условие динамического подобия открытого тур
булентного потока, протекающего в малоизвилистом русле с не
большим уклоном. Обратимся к общим, уравнениям турбулент
ного движения, записанным в проекциях на три координатные 
направления х, у  ъ z.

Ось X направляем в д о л ё  течения и располагаем на свобод

ной поверхности, в связи с чем -^— — 0. В малоизвилистом по-
а х

токе Wy^Uz=0, поэтому уравнение по оси у  превращается в урав
нение гидростатики
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где угол между осью у  нормальной свободной поверхности и 
направлением действия силы тяжести; ввиду малости этого угла 
cos a ^ l  и получаем '

d p  =  ' \dy.

Уравнение по оси г в рассматриваемом случае превращается 
тождественно в нуль.

Уравнение в проекции на ось ж приобретает вид

d t f d x

д

д
д х

д у
А d v

~дУ
d v
д г

(5.41)

Продольную скорость V и уклон /  пишем без индекса х, по
скольку другие компоненты этих величин в уравнении отсут
ствуют.

Введем безразмерные величины х, у, z, t, А, v, полагая их
X ~ у  „

равными следующим отношениям; —. У— ~в— и т. д. Раз-
Я  ср П  ср

мерные величины определяются при этом таким образом:

X I~[f.pX',

у  =  /^ с р у ;  

z  =  г ;  

А  =  А ^ р А \

(5.42)

Здесь Яср, Лер, Уср — средние значения глубины, коэффици
ента Л и скорости на участке реки; они являются характерным» 
величинами для всего рассматриваемого участка потока. Подчи
ним некоторому условию характерное время Т, а именно: V c ^ T ~  
= Я ср ; отсюда будем иметь

Т -
Я ,ср

( 5 .4 3 )
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Подставим равенства (5.42) в уравнение (5.41)

=  g l  +

ду

ду
д ! Я , дхср

g  AcpVcf

Н ср дх
ди
дх

+

ду '
+

д
/

А
ду ''

д 7  ) дг \ д7
( 5 .4 4 )

Первый член уравнения (5.44) содержит множитель Vcp/T. 
При учете равенства (5.43) этот множитель запишется так:

Уравнение движения (5.44) приводится к безразмерному виду 
1ину v lJ H ov

J , g-^cp

путем деления на величину и^^/Яср

ду
д7

, ~  ду 
дх

I -
^ср

д у

тЯсрг'ср дх
Л

ду
дх

\
+

ду \ ду 

Введем обозначения:

U  1
/
А ду ]

7 \ д !  j

F r  =  - ^
g f i c p

N  =
ТЯсрУ,ср

g A c p

(5.45)

(5.46)

(5.47)

Здесь F r — число Фруда, N — безразмерное характеристиче
ское число турбулентного потока. Подстановка этих величин 
в уравнение (5.45), позволяет получить

ду
д7

\ 7 .  д у  1 ,  , 1 д
А  t ] +

дх \  )

ду
Л  ^ +

д
( а  € ' ) ]

V ) д ! V 1.
(5.48)

При геометрическом подобии натурного и модельного тур
булентных потоков и одинаковых уклонах водной поверхности 
в натуре и на модели условие динамического подобия отвечает 
равенствам

/ с  /104
N , =  N„, )
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где, как и выше, индексами «м» помечены числа, относящиеся 
к модели, а индексами «н» — к натурному потоку. Ниже будет 
показано, что первое и второе равенства (5.49) совместимы.

При моделировании турбулентных потоков особое внимание 
обращают на то, чтобы поток на модели был тоже турбулент
ным, что устанавливается по величине числа Рейнольдса на мо
дели Кем, которое должно превышать его верхнее критическое 
значение, обеспечивающее получение турбулентного режима, т. е.

Re„ >  Re^p . в е р х ш

в противном случае динамическое подобие не осуществляется.
Рассмотрим условия динамического подобия ламинарных по

токов. В первую очередь укажем, что модель ламинарного по
тока должна быть тоже ламинарной. Запишем в безразмерном 
виде уравнения Навье—Стокса для открытого ламинарного по
тока. Рассмотрим, как и в предыдущем случае, поток, не имею
щий поперечных составляющих скорости ( vy — Vz— O). Распола

гая ось X на свободной поверхности, запишем - ^ ^ = 0 .  Уравне

ние в проекции на ось z обращается тождественно в нуль, а урав
нение в проекции на ось у приводится к уравнению гидростатики.

Уравнение по оси х, приведенное к безразмерному виду, запи
сывается следующим образом:

ду
д7 . +

ду
дх Т'Яср^'ср дх^

+
д у ^

+
d z ^

, (5.50)

где — коэффициент молекулярной вязкости. Введем в уравне
ние (5.50) числа Фруда и Рейнольдса

Re =
Я  ср̂ с̂р (5.51)

dv I ^  йг/ 
Н - г >

dt дх Re + ^  +
д х ‘‘

(5.52)

Условие подобия ламинарных потоков при /м = /н  соответст- 
вует требованию выполнения следующих равенств:

: Рг„ =  Рг„;
R e „ = R e „ .

В то же время должно соблюдаться неравенство

R ^ K p .  н и ж н  •

( 5 .5 3 )

138



Первое и второе выражения (5.53) в общем случае'несовме
стимы, поэтому моделирование производят по одному' из них, 
учитывая определяющую в рассматриваемой задаче силу.

Л евая часть приведенных выше уравнений М аккавеева (5.48) 
и Навье—Стокса (5.52) учитывает ускорение инерционных сил, 
первый член правой части учитывает ускорение силы тяжести, 
а многочлен правой части — ускорение, определяемое силами 
внутреннего трения. При приведении уравнений к безразмерному 
виду размерные величины правой части были разделены на раз
мерные величины инерционных членов уравнений, поэтому сле
дует считать, что условие Fr =  const для модели и натуры вы
раж ает условие постоянства соотношения между инерционными 
силами и силой тяжести. Условие N = c o n s t  выражает условие 
постоянства в натуре и на модели соотношения между инерцион
ными силами и силами виртуальной (турбулентной) вязкости, 
а R e= const выражает постоянство в натуре и на модели соот
ношения между силами инерции и силами, обусловленными фи
зической вязкостью.

Ознакомимся теперь с правилами моделирования турбулент
ных и ламинарных потоков. Эти правила определяют соотноше
ния между масштабом скорости и масштабом линейных разме
ров потока.

При моделировании, по Фруду, пишем Ргм = Ргн  или

(5.54)
g H t i  g H a

Ускорение силы тяжести ^  одинаково для натурного потока и 
для модели. Соотношение между масштабами получается сле
дующим:

Учитывая принятые выше обозначения для масштаба скоро
сти и масштаба линейных размеров осн, пишем

% =  (5.55)

Теперь выясним, к какому правилу моделирования приводит 
условие постоянства характеристического числа турбулентного 
потока N. Подставим в формулу (5.47) значение коэффициента 
турбулентного обмена А,  согласно выражению

МС ’

в котором все величины являются средними для моделируемого 
участка потока. Приходим к следующей формуле;

N _ ^ . :  ( 6 . 6 6 )

ш



Теперь условие равенства между значениями N модели и на
туры приводится к виду

=  (5.57)

Здесь принято во внимание, что ускорение силы тяжести g 
для натурного потока и модели одинаковое.

В § 1 настоящей главы были приведены формулы, показы
вающие зависимость параметра М  от коэффициента Шези С. 
Так как М  зависит лишь от одной этой величины, условие (5.57) 
будет выполнено при равенстве коэффициента С на модели и 
в натуре, т. е.

С„==С„. (5.58)

Подставляя значение С по формуле Шези, записываем

Г Я „ / м  К Я н /н

Если на модели обеспечивается /м = /н , то приходим к сле
дующему соотношению масштабов скорости и линейных разме
ров;

или

__  - \ / Я н
У Я м

1 / а я -  (5.59)

Видим, что правила моделирования по числам Fr и N совпа
дают, что облегчает постановку лабораторных исследований тур
булентных потоков. Таким образом, выяснено, что моделирова
ние по Фруду позволяет учитывать не только действие сил тяж е
сти и инерции, но и сил (напряжений) виртуальной вязкости.

Моделирование ламинарного потока основано на использова
нии характеристических чисел Фруда и Рейнольдса. Выше уста
новлено, что масштаб скорости по Фруду связан с линейным 
масштабом равенством -

Постоянство числа Рейнольдса для натуры и модели дает 
следующее соотношение между указанными масштабами;

Я„г/„ _  Я„1/„

( f l ,  ( Н '
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Если в модели применяется та ж е жидкость, которая соста
вляет натурный поток и притом температура жидкости иа мо
дели совпадает с температурой натурного потока, то

g
т

в  этом случае соотношение (5.60) дает равенство
Ум ^  Я н  
t /н Я м

Вводя обозначения масштабов, записываем

=  (5.61)
“я

Сравнивая полученный результат с тем, что дает постоянство 
числа Фруда, убеждаемся в несовместимости (для общего слу
чая) условий подобия ламинарных потоков по силе тяжести 
(по Fr) и по силе внутреннего трения (по R e). Ввиду этого моде
лирование приходится выполнять, осуществляя подобие одной 
из этих сил.

§ 4. Динамическое подобие и пульсация скорости

Динамическое подобие турбулентных потоков может быть 
рассмотрено такж е и при использовании дифференциальных 
уравнений турбулентного движения, предложенных О. Рейнольд
сом. Запишем одно из этих уравнений, именно уравнение в про
екции на ось х:

dv у  g др d { v y ^ )  d [v ' / x )  , d{v ' /^)
7, ал: +  д х  ^  г

Последние три члена уравнения, содержащие моменты кор
реляции пульсационных скоростей, играют в уравнении Рей
нольдса ту ж е роль, что последние три члена в уравнении М ак
кавеева: они учитывают касательные напряжения виртуальной 
вязкости.

Введем безразмерные компоненты пульсации v'^, г;' и и ' п о 
лагая

V x =

V y  =  w , p V y ; (5.63)

где Wcp — среднее по вертикали потока осредненное значение аб
солютных величин вертикальной составляющей пульсационной 
скорости.
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Рассмотрим поток, в котором отсутствуют поперечные соста
вляющие осредненной скорости, т. е. Vy— Vz=0.  Располагая ось 
X на  ̂ свободной поверхности потока и направляя ее в сторону

течения, напишем X = g l  и - ^ = 0 .
дх

Теперь уравнение Рейнольдса принимает вид

d v  , d v  r i d  7—;— гт 1
+  =  +  +  

д  7-7- т т  , d

Подстановка сюда безразмерных величин и преобразования
_  . НСП

При учете вы раж ения Т _ ■ позволяю т получить

dv

d 7

Vcp

+  v ^  =  ! ^ I  +
d x

w,cp

'̂cp d x
{ i ' x V x ]

H----- - i -  - 4 z r ( v W x )
dy d z

После введения характеристических чисел Фруда и Кармана 
(К а), последнее из которых определяется выражением

Ка =

уравнение записывается в виде 

d v  , d v  I

W,'ср

•̂ ср
(5.64)

dt d x Fr +  К а^
d x

+  - Л :  {у 'у^ 'х )  +  { i ' z v ' x )
d y   ̂  ̂ d z   ̂ '

(5.65)

Подобие при условии /н = /м  определяется равенствами чисел 
Фруда и Кармана для натуры и модели, т. е.

р гм  =  р г н ;  ]  

К а м  =  К а „ . /
(5.66)

Число Кармана не позволяет непосредственно получить пра
вила моделирования; оно лишь показывает условие подобия. 
Поэтому при моделировании турбулентных потоков пользуются 
условием подобия, получаемым из постоянства числа N или ко
эффициента ДПези.
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Сравним уравнение (5.65) с безразмерным уравнением М ак
кавеева (5.48). Замечаем, что левые части и первые члены пра
вой части этих уравнений равны. Ввиду этого должны быть 
равны и трехчлены правой части, т. е.

N
д \ а  1 1 +  - ^ А t  ^ +  4 ^ А

_ дх  ̂ ах J ду 1 ) dz 1 J

=  К а 2 - Л г  ( - о л )  +  {'v'y'v'jc) - f  - 4 с  {'v W jc)
д х   ̂ д у  d z

(5.67)

Д ля каждого конкретного потока N = c o n s t  и K a = c o n s t; от
сюда вытекает, что члены, заключенные в скобках, должны быть 
равны или, по крайней мере, пропорциональны. Следовательно,

и постоянные —  и Ка^ должны быть равны или пропорцио

нальны, т. е.
(5.68)

где — коэффициент пропорциональности. Подставляя сюда 
значения Ка и N, записываем

ср

^ср /

1ср

Мы знаем, что

•'^ср

7 Ясрг»ср 

•///ср^ср

(5.69)

м с

После подстановки этого выражения в формулу (5.69) и пре
образований находим

ср =  ' ^ с р « ] /
g

МС ■

Учитывая, что подкоренное выражение равно записываем

^ср
® с о  =  г —  ■ (5.70)

Натурные данные о пульсационных скоростях показывают 
возможность приближенного принятия а ^ 1 ;  таким образом.

^ср (5.71)

Получили теоретическую формулу среднего по вертикали зна
чения средней иэ абсолютных величин пульсационной скорости.
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Эта формула подтверждается экспериментальными исследова
ниями и имеет применение в практике расчетов.

Выше указывалось, что распределение пульсационных откло
нений скорости близко к кривой равной вероятности — кривой 
Гаусса. Согласно этой кривой для пульсационной скорости с обес
печенностью около 1%, которую во многих практических зада
чах можно принять за максимальную, можно получить следую
щее соотношение:

®шах =  3®, (5.72)
или

Зг’ср
(5.73)

где йУтах — максимальное значение вертикальной составляющей 
пульсационной скорости.

Г  л а в  а  V I

НЕРАВНОМ ЕРНОЕ Д ВИ Ж ЕН И Е ЖИДКОСТИ  
В ОТКРЫТЫХ ПОТОКАХ И ТРУБАХ

§ 1. Уравнение неравномерного движения открытого потока

Рассматривая установившееся движение жидкости, примем 
постоянными во времени расход потока Q и все гидравлические 
элементы (скорость v, глубину Я , ширину В  и уклон I ) . Особен
ностью неравномерного установившегося движения является, как 
указывалось в главе I, наличие изменений гидравлических эле
ментов по длине потока (по его продольной оси х),  что соответ
ствует неравенствам:

—  = ^ 0 -  дх

дх
д!
дх =5^0 И т .  Д .,

где со — площадь поперечного сечения потока. В то же время
дО ^

расход Q вдоль потока остается неизменным, т. е. О-
При выводе уравнения будем иметь в виду простейший слу

чай неравномерного движения жидкости, а именно неравномер
ное движение в открытом призматическом русле (в канале).
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Призматическим называется такое русло, которое имеет неиз
менную форму и размер поперечного профиля по длине. Р а з 
личают прямоугольные, треугольные, параболические, трапеце
идальные и многоугольные призматические русла.

Переходя к выводу уравнения неравномерного установивше
гося движения в открытом русле, изобразим схему потока 
(рис. 6.1), которая отраж ала бы условие

d x

где Н  — глубина потока. Здесь пишем полную производную, так 
как единственным аргументом в рассматриваемом типе потока 
является продольная координата х.

1

Р ис. 6.1. С хем а к вы воду уравнения неравном ерного д ви ж ен и я  откры 
того потока.

Выделим в потоке двумя сечениями А В  и CD некоторый 
объем ABC D  (рис. 6.1). Этот объем за короткий промежуток 
времени At  переместится и займет новое положение AiBiCiDi.  
Считаем, что перемещение жидкости в каждом профиле происхо
дит со средней скоростью; при этом на профиле ЛВ — со ско
ростью Vi, а на профиле CD — со скоростью vz.

Перемещение первого профиля А В  равно 6 si, а перемещение 
второго профиля CD равно 6 s2, т. е.

5«1 =  '^1 М ;

8«2 —
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в  силу условия неразрывности имеем

Q  =  (Bj^Ii =  0)2T)2 .  ( 6 . 1 ) .

в  первом положении выделенный объем складывается из объ
емов Wi  и Will, во втором — из объемов и Wn.  Очевидно, что

W I =

Jl '

Подставляя сюда значения 6 s i  и 6 s 2 и учитывая выражение 
(6.1), находим

К исследованию движения выделенного объема применим за 
кон живой силы, согласно которому изменение кинетической 
энергии, именуемой иначе живой силой тела, движущегося по
ступательно, за некоторый промежуток времени равно сумме ра
бот приложенных сил на соответствующем перемещении; напом

ним, что живая сила (Ж -С.) выражается величиной где
т  — масса тела.

Ж ивая сила выделенного объема в первом и во втором поло
жениях будет выражаться таким образом:

I положение Ж . С.двсо =  Ж . С.i - f  Ж . С.щ ;
II положение Ж . С.л.в.с.а, =  Ж . С.ц +  Ж . С .,„ .

Теперь легко найти изменение живой силы (изм. Ж- С.) вы
деленного объема ABCD  за время

Изм. Ж . С. =  (Ж . С .,„  - f  Ж . С .„) -  (Ж . C.I +  Ж . С .,„).

Первый двучлен правой части равенства выражает после
дующее состояние, а  второй — начальное состояние.

Произведя вычитание, получаем

Изм. Ж .С . =  Ж . С . „ - Ж . С . 1, (6.3)
где

iTi-'i
2  ’

А  
2 •

( 6 .4 )
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Здесь mi — масса объема Wi, а /Пг — масса объема W'n, при
чем

Видим, что mi  и т г  взаимно равны (это вытекает из условия 
неразрывности). Подставим равенство (6.4) в выражение (6.3) 
и введем туда значения т± и тг . В результате получим

г'?
Изм. Ж .С . =  ̂ д  ^  м .  (6.5)

S  \  ^ ^ /

Определим теперь работы всех сил, под влиянием которых 
произошло перемещение рассматриваемого объема. Обозначим 
работу силы тяжести через Ri. Сила тяжести, действующая на 
тело, измеряется весом тела; найдем веса объемов Wi, Wu- Эти 
веса будут определяться соответственно произведениями yWi  
и Y^ii- Очевидно, что

T ^ n = T Q A ^ . J   ̂ ^
Работа, совершаемая телом при движении в поле силы тя

жести, равна весу тела, умноженному на проекцию на верти
кальную ось перемещения его центра тяжести. Работа силы тя
жести при перемещении выделенного объема из положения 
ABCD  в положение AiBiCiDi  равна работе силы тяжести при 
перемещении объема Wi  в положение Wn. Это становится по
нятным, если учесть, что перемещение объема Wra за время At  
равно нулю, вследствие чего и работа для этого объема оказы
вается равной нулю. Таким образом, можно написать

(6.7)

где Ау  — проекция указанного выше перемещения на вертикаль
ную ось у. Из рисунка (6.1) видно, что

ДУ =  У 1 - У 2 -

Ординаты г/1 и уг центров тяжести соответственно объемов 
Wl  и Wu  определим через отметки свободной поверхности t,i и г̂ 
в сечениях I и И и значения глубины погружения центров тя
жести ai и Иг, т. е. напишем:

Уг —  2̂ <*2 •

Разность этих величин выразится в виде

АУ =  ('̂ 1 — *̂ 2) — (« 1  — « 2 )-
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Подставляя последнее соотношение в формулу (6.7), запи
сываем следующее окончательное выражение работы силы тяж е
сти;

/?1 =  t Q  -  Сг) -  t Q  (« 1  -  « 2 ) .  ( 6 . 8 )

Теперь напишем соотношение для работы гидродинамиче
ского давления

R 2 =  —  Р2'^2 As'2 •

Произведения picoi и р2«»2 выражают здесь значения противо
положно направленных сил давления соответственно на пло
щади поперечного сечения потока cai и сог; через рх и рг обозна
чены величины гидродинамического давления в центрах тяжести 
указанных сечений; Asi и As2 — перемещения за время At, Учи
тывая, что A s = v A t ,  запишем

Т?2 =  At — At.

Вводя в это равенство расход воды Q = 0)101= 0)2%, получаем

^2 =  Q ( A - А)Дг^- (6.9)
Д ля нахождения pi и рг воспользуемся известным из гидро

статики уравнением распределения давления по вертикали

А  =  А  +  Т « ь  

Р 2  =  Р а  +  1 ^ 2 -
Очевидно, что

А - А  =  т (« 1 -« 2 ) ‘
Окончательно получаем следующее выражение работы сил 

давления;
^ 2  =  T Q ( « 1  — « 2 )Д ^ -  ( 6 .1 0 )

Найдем работу силы сопротивления Rs. Запишем ее выраже
ние таким образом;

R z^ T A s,^, ( 6 . 1 1 )

где Г — сила сопротивления, Ascp — среднее перемещение, нахо
димое из соотношения

=  =  ( 6 . 1 2 )

здесь о)ор — средняя площадь поперечного сечения, определяемая
как среднее арифметическое площадей начального и конечного
поперечных сечений выделенного объема ABCD,  т. е.

ср 2

148

®ср =  - ^ ( “ 1 +  ®2)-



Учитывая, что поток является турбулентным, определим ве
личину Т таким образом:

Т = — • (6.13)

Здесь ka — коэффициент пропорциональности для неравно
мерного движения, ХсрА^ — поверхность трения (хср — средний 
смоченный периметр. Ах  — длина выделенного объема).

Как известно,

Теперь для работы силы трения можем написать

(6.14)

Введем средний гидравлический радиус потока на рассматри
ваемом участке

о>ср 

Хер- _ -^ср •

По аналогии с равномерным движением принимаем следую
щее выражение коэффициента пропорциональности k^:

I

(6.15)

Здесь Сн — коэффициент Шези для неравномерного движе
ния. Значения коэффициента Шези С для равномерного и не
равномерного движения в современной гидравлике принимаются 
одинаковыми, т. е. С =  Сн, поэтому можно написать

Приходим к такому равенству:

R ,  =  - ^ Q A t - ^ A x .  (6.16)

2

Посмотрим, какую размерность имеет величина —— Дл':
С-/<ср

с щ ср

■ м
сек^

' = Ж .
м

- м
сек^
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Получили, что она имеет линейную размерность; введем для 
ее обозначения специальный символ Ahw,  т. е. положим

Величина Ahw  называется потерей напора потока на пути Ах. 
Теперь будем иметь следующее выражение работы силы сопро
тивления:

R z ^ — ^Qi^ tAh^.  (6.18)

Переходим к основной задаче, т. е. к составлению уравнения 
живых сил. Левую часть уравнения образует выражение (6.5), 
а правую — сумма величин Ru R2, Rs-

Вводя символическое обозначение разности А, напишем вы
ражение изменения живой силы следующим образом:

Изм. Ж . C . = ‘( Q ^ | ~ Y ^ ■

Эта запись предполагает, что

‘̂ \ 2 g  I 2 g  2 g  •

Составляем уравнение живых сил

tQ Д Д̂  = t Q  A t -  У  -  tQ («1 -  « 2) +

- \ -  ~ (Q A t  (ai — a,) — A t Ahy^r.

Приведение подобных и сокращение уравнения на yQAt  по
зволяет получить

1)2

2 g J

здесь принято

=  - A ^ ~ A h ^ - ,  ( 6 .2 0 )

Разделим уравнение (6.20) на длину выделенной части по
тока Ах

у2
I \и

( 6 .2 1 )
j

Д х Д х  Д х

Получили запись уравнения неравномерного движения в фор
ме конечных разностей. Если уменьшим Ах до бесконечно малой
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величины, т. е. примем A x ^ d x ,  то придем к дифференциаль
ному уравнению следующего вида:

d x
г/2 dt:

[ 2 g  J d x  d x
( 6 . 2 2 )

Первый член правой части уравнения выражает уклон сво
бодной поверхности /

/ = - ^ .  (6.23)

Учитывая приведенное выше выражение Ahw,  запишем сле
дующее равенство для производной hw  по х:

^  ^  (6.24)
d x  C 2 R  •

Индекс «ср» при R  здесь опущен, так как при бесконечно 
близком расположении поперечников 1 и 2 (при A x - ^ d x )  вели
чина Rep совпадает с i?. В уравнении (6.24) Ucp выражает сред
нюю скорость в поперечном сечении потока.

Подставляя равенство (6.24) в (6.22), записываем уравнение 
неравномерного движения следующим образом:

d x

/  ,у2 \  2

Сравнивая полученное уравнение с уравнением равномерного 
движения (глава П1), видим, что оно отличается от последнего 
наличием члена, учитывающего изменение живой силы по длине

d  /  Оср \  гт d v  .потока, т. е. равномерном движении - ^ ^ = 0 ,

поэтому и указанный член в уравнении равномерного движения 
равен нулю.

§ 2. Уравнение неравномерного движения жидкости в трубе

Неравномерное движение жидкости в трубе имеет место в том 
случае, если вдоль продольной оси х  изменяется поперечное се:-

d(o
чение трубы ю, т. е. имеет место условие -^ = т ^ 0 . При этом за-

ClX
медленное течение наблюдается на участке расширения трубы,, 
именуемом диффузором, а ускоренное — на участке сужения, 
именуемом конфузором (рис. 6.2).

Уравнение неравномерного движения для напорного потока, 
протекающего в трубе, может быть выведено так же, как и 
уравнение неравномерного движения открытого потока, но только
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Замедленное  | Ускоренное I Равномер-, 
дви ж ен и е  I движ ение  j ное дви - .

* . ж ен и е  '

Р и с. 6.2. П рим ер участка трубы  с неравном ерны м  дви ж ени ем
ж идк ости.

Р и с. 6.3. С хем а к вы воду уравнения неравном ерного  
дви ж ени я  в трубе.

СИЛЫ давления будут определяться не высотами ai и аг, а высо
тами hi и Лг (рис. б.З), т. е. должен быть учтен напор.

Сохраняя обозначения предыдущего вывода, будем иметь 
следующие выражения работ действующих сил; 
работа силы тяжести

/ ? 1 = т д д / ( У 1 - У 2 ) ,

работа сил давления

^ 2  =  t Q A « ^ (^ i —

работа силы сопротивления 

1 5 2

(6 .2 6 )

(6 .2 7 )

(6 .2 8 )



Составляем уравнение живых сил
/ 2   ̂ \

Y  Q =  tQ  if l̂ -  +  У1 -  У2 -  (6.29)

Сокращая на yQAt  и преобразуя, находим

— 2^“ — (^1 +  Ух) ~  (*2 +  Уг) “  ■ (6.30)

Суммы, взятые в скобки, выражают пьезометрический напор 
соответственно в сечениях /  и 2, т. е.

^̂ Hl =  ^ l  +  y i ;  *̂ Н2 =  ^2 +  У 2.

Теперь уравнение (6.30) можно написать так;

'' = * ^ н 1  ~  *^н2 “

,2

V 2 ^

Разность пьезометрических напоров обозначим через 
т. е. примем

АСн =  С „ 1 - С н 2 .

Д еля уравнение на Ад: и переходя к бесконечно малым, будем 
иметь

____________
d x  d x  d x

(6.31)

Потери напора на единицу длины можно выразить через ква^ 
драт скорости, коэффициент С и гидравлический радиус, т. е. 
можно, как и прежде, написать

Г
где г-— радиус трубы, — гидравлический радиус.

Уравнение неравномерного движения приводится к виду

^ » = ^ ( v )  +  w  (О-ЗЗ)'

(знак осреднения при скорости опущен). Здесь введено понятие 
пьезометрического уклона, который обозначен через /п, причем 
принято

d x
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Вернемся к уравнению (6.31) и запишем его так:

^2 +  У2 =  - ^  +  +  У1 —  •

Размерность первого члена этого уравнения линейная, т. е.

у2 сек"^

2 g м
=  М .

с е к ’̂

Р ис. 6.4. Г еом етрическая интерпретация уравнения  
Б ернулли.

у  — в ы с о та  п о л о ж е н и я , h —  п ь е з о м е т р и ч е с к а я  в ы с о та ,
— ск о р о стн о й  н а п о р , — п ь е зо м е т р и ч е с к и й  н ап о р ,

Д й ^ — п о т е р я  н а п о р а , а  — л и н и я  п о т е р и  н а п о р а , б  — л и 
н и я  п ь е зо м е тр и ч е с к о го  н а п о р а .

Такова ж е размерность и других членов уравнения.
Введем обозначение .

2 g  ■

Эта величина называется скоростным напором. Уравнение 
неравномерного движения принимает вид

или
(6.34)

Такая запись позволяет интерпретировать уравнение неравно
мерного движения геометрически. Эта интерпретация наглядно 
показана на рис. 6.4.
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у р а в н е н и е  ( 6 .3 4 )  м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н о  и т а к ;

Это уравнение носит название уравнения Бернулли.

+ Р \ • у, -  ДАW -

§ 3. Корректив распределения скорости в уравнении 
неравномерного движения

Весь поток условно можно разделить на отдельные струйки, 
и для каждой из них составить уравнение движения, применяя 
те ж е рассуждения, которые были использованы при выводе

уравнения неравномерного движения для целого потока. Полу
ченное при этом уравнение неравномерного движения элементар
ной струйки будет иметь такой ж е вид, как и уравнение нерав
номерного движения целого потока.

Разделим изображенный на рис. 6.5 поток, протекающий 
в трубе, на элементарные струйки с поперечным сечением d'co 
каждая. Запишем для одной из таких струек уравнение Бер
нулли, пренебрегая потерей напора Ah-w

( 6 .3 5 )
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Каж дая из струек в каком-либо фиксированном поперечном 
сечении будет обладать особой продольной скоростью v. В об
щем виде будем иметь

^  +  const. (5 3 6 )

Расход вдоль элементарной струйки является величиной по
стоянной, т. е.

■t)rfcD =  i^ Q  =  c o n s t .

Произведение двух постоянных дает постоянную. Таким обра
зом, умножая первый член уравнения (6.36) на vda,  а второй 
член на dQ, будем иметь

const. (6.37)

Теперь проинтегрируем уравнение (6.37) по сечению всего по
тока 0) и получим

2^ .

Заменим величину Q равным ей произведением 0ср® и разде
лим все уравнение на это произведение

1 =  const. (6.38)
2 g  г/ср(»

Итак, исходя из уравнения для отдельной струйки, мы полу
чили уравнение Бернулли для целого потока (в форме, не учи
тывающей потери на трение).

Вспоминая полученное ранее уравнение для целого потока, 
замечаем, что при условии A h w = 0  это уравнение может быть 
представлено в виде

^  +  =  const. (6.39)

Уравнение (6.38) является более точным, чем уравнение (6.39), 
так как оно выведено с учетом различия скоростей по сечению 
трубы; это уравнение вместо величины содержит . дробь

S v ^ d &

— ---------. Такое уточнение в уравнение неравномерного движе-

ния внес Кориолис. '
156



Если первый член уравнения (6.38) умножить и разделить 

^  +  =  const, (6.40)

на , то получим
ср

ого\

где принято

(6.41)

Заметим, что — J  v^da> есть не что иное, как среднее от куба
ш

скорости, т. е.

со

Таким образом, отношение (6.41) может быть записано 
в виде

Коэффициент а  называют коррективом распределения скоро
сти, или коррективом Кориолиса; он учитывает различие живой 
силы, вычисленной при учете различия скоростей по сечению по
тока и при пренебрежении этим различием. Коэффициент Корио
лиса а  определяется по формуле (6.41), исходя из заданного 
характера распределения скорости в поперечном сечении. Чи
сленное значение этой величины для открытых потоков обычно 
получается близким к 1,1. В практике расчетов часто принимают 
а = 1 .  Заметим, что корректив скорости а  используется такж е 
при вычислении живой силы равномерного потока.

С учетом корректива а  уравнение неравномерного движения 
для целого потока следует записать так:

+  - ^  +  У2 =  ^  +  4 -  +  У1 -  • (6-42)2 ^  ^  у  2 g

Или в ином виде: 
для открытого потока

2 g  d x  ' C^R  

где /  — уклон свободной поверхности; 
для напорного потока

^^ср , ^ср

где /п — пьезометрический уклон.
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§ 4. Вывод уравнения неравномерного движения из общих 
дифференциальных уравнений турбулентного потока

Общие дифференциальные уравнения движения турбулент
ного потока могут быть применены к частным случаям движения 
и использованы для получения расчетных зависимостей, отве
чающих этим случаям.

Рассмотрим установившееся неравномерное движение жидко
сти в открытом канале и учтем все те ограничения, которые 
накладывались на движение в предыдущих параграфах настоя
щей главы, т. е. примем, что поток является весьма широким и 
прямолинейным, с плавным изменением его поперечного сече
ния вдоль продольной оси X, которая предполагается располо
женной на свободной поверхности и направленной вдоль тече
ния. Ось г/ будем считать вертикальной и направленной вниз, 
а ось 2 горизонтальной и направленной к одному из берегов 
потока. Пренебрегаем для рассматриваемого прямолинейного 
потока поперечными скоростями, которые в этом случае действи
тельно близки к нулю. Принятые ограничения позволяют напи
сать первый член уравнения в проекции на ось л: таким образом:

d v  d v
- Ж  =  ^ Ж -  ( 6 - 4 5 )

В указанном уравнении член,, учитывающий изменение давле
ния по оси X, равен нулю, ускорение массовых сил X  записыва
ется в виде

^  =  (6.46)

где  ̂— вспомогательная ордината, выражающая высоту (от
метку) свободной поверхности потока над горизонтальной пло
скостью сравнения на вертикали с абсциссой х. Знак минус

поставлен потому, что проекция ускорения силы тяжести
на ось д: оказывается совпадающей с положительным направле-

нием оси д: в том случае, когда производная отрицательна,
т. е. когда уровень свободной поверхности снижается в направ
лении течения. Будем считать, что для рассматриваемого уча
стка потока может быть использовано одно — среднее значение 
коэффициента турбулентного обмена Аср. Учитывая далее, что 
поток является плавно изменяющимся вдоль оси х  и весьма ши
роким, будем пренебрегать вторыми производными скорости по 
продольной оси X и по поперечной оси г.

Общее уравнение движения в проекции на ось л: приводится 
к виду

^  Гб 47)^  дх ^  дх ^  ду  ̂ '
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п ри  взятых ограничениях относительно характера потока и 
принятом расположении координатных осей уравнение в проек
ции на ось Z превращается тождественно в нуль, а уравнение 
в проекции на ось у  — в уравнение гидростатики и при анализе 
движения может не учитываться. Необходимое для этой цели 
уравнение (6.47) после преобразования записывается так:

д
д х

где

представляет собой продольный уклон свободной поверхнбсти.
Уравнение (6.48) необходимо проинтегрировать по вертикали 

потока. Предварительно заметим, что в данном случае мы будем 
принимать в отношении инерционного члена уравнения, т. е. 

<3 /  г;2 \
величины ™ ж® предположение, которое неявно

содержалось в выводе уравнения неравномерного движения, рас
смотренном в § 1 настоящей главы. Это предположение сво
дится к принятию условия о приближенном постоянстве вели- 

д I \
чины  ̂j  по вертикальной оси у. В действительности эта

величина меняется по вертикали, что при уточненном выводе 
уравнения может быть учтено, однако в данном случае имеется 
в виду получить решение приближенное.

Заменяя в рассматриваемом члене уравнения действи
тельную скорость средней по вертикали скоростью, напишем 

д ( aiv^

дх 2g
где

н
J  v^dy

_о________ (6.50)

здесь ai ■— корректив в уравнении количества движения, учиты
вающий распределение скорости по вертикали.

Записываем теперь уравнение (6.48) следующим образом:

dx \  2g 7 ду2 ■ (6-50
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Выполняем интегрирование:
я  я

дх
ср )  Jflfy =  l  \  dy  4 -  ^  J dy.  (6.52)

' Vl о о

Интеграл последнего члена выражения (6.52) можно пред
ставить в виде

я  Ог

I д Ч
ду2 dy  = d

Dl

dv
ду

где пределы интегрирования отвечают значениям производной 

у поверхности (при г /= 0 ) =  и у дна
д у

(при у = Я ) Приняв коэффициент турбулент

ного обмена постоянным по вертикали, считаем, что распределе
ние скорости подчиняется формуле Базена, согласно которой

dv
ду

2mv,ср

я СН

Учитывая это равенство при нахождении определенных инте
гралов уравнения (6.52), пишем

dx
a]V ср И  =  1Н

.Дср2/т1Уср
i C H

Подставляя значение Лор по формуле

.  тЯг/ср
^ср- 2тС

деля уравнение на Я  и вынося из под знака производной посто
янные величины, получаем

“■1 ср I
' d x  '

- с р
Я С 2 (6.53)

Здесь вместо частной написана полная производная, которая 
в рассматриваемом случае совпадает с ней. Выведенное уравне
ние отличается от уравнения (6.43) только тем, что вместо гид
равлического радиуса R  содержит среднюю глубину потока Я , 
а вместо корректива а  корректив ai. Для широких потоков и, 
в частности, для рек R ^ H .  Корректив «i, так ж е как и а, бли
зок к единице.

Из уравнения В. М. М аккавеева можно получить уравнение 
неравномерного движения не только для всего потока, каковым
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является (6.53), но и уравнение неравномерного движения эле
ментарной струйки. Рассматривая струйку в широком плавно 
изменяющемся потоке, воспользуемся равенством (6.47). Деля 
это равенство на g  и вводя скорость, содержащуюся в первом 
члене уравнения, под знак производной, умножая все выражение 
на dx, записываем

Относя уравнение к конечному расстоянию Ах, переписываем 
его следующим образом:

или

где

2 ^ + С 2  =  ' ^  +  1̂ ~  (6.55)

=  ( 6 - 5 6 )

Применение общего уравнения турбулентного движения 
к рассматриваемому случаю установившегося неравномерного 
плавно изменяющегося потока, протекающего в прямом широком 
русле, позволило получить выражение члена, учитывающего по
тери напора в уравнении неравномерного движения для элемен
тарной струйки. Выяснилось, что он зависит от коэффициента 
турбулентного обмена и от распределения скорости в потоке.

Г л а в а  V I I

ИССЛЕДОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ НЕРАВНОМЕРНОГО  
ДВИ Ж ЕНИ Я ОТКРЫТОГО ПОТОКА

§ 1. Удельная энергия сечения и критическая глубина

Ниже в изложении будет встречаться понятие нормальной 
глубины потока. Нормальной глубиной (которая обозначается 
через ho) называется такая глубина, при которой поток имеет 
равномерный режим. Напомним, что при равномерном течении 
поверхностный уклон потока /  равен уклону дна i, т. е. I = L  

При замедленном течении кривая свободной поверхности но
сит название кривой подпора; глубина возрастает в направлении 
течения, а поверхностный уклон меньше уклона дна (I  <  i).

11 К а р а у ш е в  А. В . 1 01



' п ри  уекоренном течении (/■>• /) кривая свободной поверхно- 
бтй называется кривой спада, рлубйна убывает вдоль течения. 
Примеры случаев замедлённого и ускоренного течения изобра
жены на рис. 7 Л. ^
‘ Обратимс!я к рассмотренному в главе V I ура;внёнию Бер

нулли. Введем следующее обозначение:

+  4 - + У .

Очевидно, что указанное уравнение запишется в виде

=

(7Л)

(7.2)
или

Е 2 —  E i - \ -  Ah^i^ =  Q,

где Е\  и Ег — средняя удельная энергия потока соответственно 
в первом и во втором сечениях.

Из уравнения (7.2) видно, что удельная энергия потОка всегда 
уменьшается вниз по течению за счет потери на сопротивление. 
Потеря энергии равна потере напора. В гидравлике при: количе
ственной оценке гидродинамического сопротивления часто гово
рят именно о потерях энергии.

Запишем удельную энергию потока таким образом:

(7 .3 )
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Эта запись понятна, так как р = р о  + y h ,  откуда

7 Т ~

где h — наибольшая глубина потока в сечении (рис. 7.2) .
Сумма последних двух членов уравнения (7.3) определяет 

удельную энергию сечения, обозначаемую через Э.

Э =  к-
av ср (7.4)

Первый член правой части выражения (7.4) определяет 
удельную потенциальную энергию сечения Зц относительно ниж
ней точки дна русла, а вто
рой — удельную кинетическую 
энергию Зк сечения.

Можно написать'

где
5  =  Э п - | - 5 к ,

5 п  =  А;

аг;2
=

При равномерном движении величины h я Оср вдоль потока 
не изменяются, т. е. f t= c o n s t  и Wcp=const, поэтому ясно, что при 
равномерном движении удельная энергия сечения вдоль потока 
не изменяется, т. е. 3 = const.

Учитывая, что Ucp= — , пишем
О)

0)2 • (7.5)

Если расход потока задан и остается постоянным по его длине 
и во времени, то \

gQ2

' W
=  const.

Построим график величины Э как функции глубины h. Зам е
тим,-что в принятой схеме (когда плоскость сравнения проходит 
через нижнюю точку русла) h выражает не только глубину, но и 
высотную отметку водной поверхности (рис. 7.3). Как показано 
на рисунке, функция 9{h )  имеет минимум. Надо найти этот ми
нимум, но предварительно следует доказать такое равенство:

dm
~dh =  5 .

И*

(7.6)
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Д ля этого обратимся к рис. 7.2, на котором видно, что

d w  =  B d h ,

а это и есть подтверждение равенства (7.6).
Чтобы найти экстремальное значение функции Э{К) по урав

нению (7.5) (в данном случае минимум), надо продифференци
ровать функцию и приравнять производную нулю. Находим про
изводную

2  \  disyd 9  .  , aQ2
аГЛ  ̂ +  2 g u)3 I d h (7.7)

- Э

для точки min приравниваем ее нулю
d 9  ,  aQ2 В

=  0 .
d h  g  tsfi

Заключаем, что в точке min имеет место равенство
(1)3 a Q 2

В g

(7.8)

(7.9)

По ЭТОЙ формуле для русла любого поперечного сечения 
можно найти глубину, при которой удельная энергия сечения 
имеет минимум. Такая глубина называется критической и обозна
чается кк\ эта величина показана на рис. 7.3.

§ 2. Спокойное и бурное течение. Критическое состояние потока

При равномерном режиме и разных уклонах дна заданный 
расход будет проходить при различном заполнении русла и будут 
иметь место различные соотношения между величинами потенци
альной и кинетической энергии.

Состояние потока, протекающего при минимуме удельной 
энергии сечения, называется критическим. Если при критическом
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состоянии поток имеет равномерный режим, то его уклон и глу
бина будут критическими. В этом случае нормальная глубина 
потока равна критической глубине. Критическое состояние раз
граничивает два режима течения: спокойный и бурный.

Если поток имеет уклон дна i <  то его нормальная глу
бина йо >  /гк, режим течения спокойный; если 1=гк, то /го=Лк — 
состояние потока критическое, при i >■ Ло <  Лк — течение 
бурное.

При спокойном режиме течения поток имеет относительно 
большой запас потенциальной энергии и малый запас кинетиче
ской энергии. При критическом состоянии потока кинетическая 
энергия равна половине потенциальной энергии. При бурном 
режиме течения запас потенциальной энергии относительно мал, 
а запас кинетической энергии велик.

Характеристика режимов течения рассматривалась уже выше. 
Напомним, что при спокойном течений имеет место спокойное 
обтекание препятствий и сравнительно ровная поверхность воды. 
Бурное течение характеризуется весьма неровной свободной по
верхностью, наличием на ней гидравлических прыжков, возни
кающих перед препятствиями.

У равномерного потока, имеющего критическое состояние, 
уклон свободной поверхности I  равен уклону дна, т. е. /=1к . 

d I \
В то же время основании уравнения нерав

номерного движения для рассматриваемого частного случая 
имеем

где все величины оказываются отвечающими критическому ре
жиму, и поэтому они помечены индексом «к».

Значение критического расхода определяем по формуле (7.9), 
согласно которой

(7.11)

Подставляя это значение в предыдущее равенство и учитывая 
выражение гидравлического радиуса R, находим следующую 
«формулу для критического уклона:

glK ( 7 .1 2 )

где X — смоченный периметр.
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Найдем критерий спокойного и бурного режимов течения. 
Запишем выведенную выше для критйческого состояния фор
мулу (7.9) следующим образом:

^  . А  . = 1
g  (О (s f i '

Q 2
Вместо дроби —  подставим квадрат средней скорости 

, а вместо частного от деления ю на В  среднюю глубину Я .
ср

В результате получим

=  1. (7.13)

Л евая часть этого равенства есть не что иное, как число 
Фруда, записанное с коррективом а.

Если отнести наши рассуждения к потоку, протекающему 
в прямоугольном русле, в котором максимальная глубина /г 
совпадает со средней, то приходим к заключению, что число Fr 
выражает отношение удвоенной кинетической энергии потока 
к его потенциальной энергии, определяемой в рассматриваемом 
случае величиной Я.

Если принять а ^ 1 ,  то будем иметь обычную запись числа Fr.
Итак, при критическом состоянии потока F r = l ,  при спокой

ном режиме F r <  1, при бурном Fr > 1 .

, § 3. Преобразование уравнения неравномерного движения 
потока в призматическом русле

Запишем уравнение неравномерного движения следующим 
образом: i

d x = ' - w -

Будем рассматривать призматическое русло с постоянным ук
лоном. Вспомним, что призматическим руслом называется такое 
русло, которое вдоль продольной оси X не меняет йи размера, ни 
формы поперечного сечения. Изменения площади живого сечения' 
потока обусловлены при этом различием глубины вдоль оси х,; 
что связано в свою очередь с неравномерностью режима: нали
чием подпора или спада.

Выразим поверхностный уклон I  через уклон дна и производ
ную глубины по X (рис. 7.4); пусть отметка свободной поверхно
сти  ̂ выражается равенством ^= ^д-Ь /1, где — отметка дна.
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Уклон водной поверхности при этом определится следующим об
разом:

d x

ИЛИ

где уклон дна

d h
d x

d x  ■

- X

(7.15)

Преобразуем первый член уравнения (7.14).

d x

/  г;2 \
ср

2 ^

aWcp dv^

g

’ср
d x

Учитывая, что Q = c o n s t  и вы раж ая скорость через частное 
расхода и площади поперечного сечения со, запишем

d _  aQ d  f Q \
“  d x I 2 ^  ) g m d x  [ m  J| —

/ 1 d m \ aQ2 do)

I 0)2 d x  - gm3 d x

Уравнение (7.14) приводится к виду

aQ2 dm
d x

_____ Q2

d x  d x  • C^isS^R '

Вводим модуль расхода /С, опрёделяемый равенством

К =

(7.16)

(7.17)
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Учитываем, кроме того, что для призматического русла про
изводная площади сечения потока по длине может быть пред
ставлена в виде

/̂(i) rfo) dh. /rj -|

Заметим, что вообще при любой форме русла
rfu) д(й d h  I (9(0
d x  dh  ' d x  ' д х  ’

Д Л Я  Призматического русла = 0 .  Поэтому и получаем выра
жение (7.18), которое показывает, что изменение площади сече
ния призматического русла связано только с изменением глубины 
и не зависит непосредственно от продольной координаты х. 

Принимая во внимание равенство (7.18) и соотношение

= В ,  приводим уравнение (7.16) к виду

aQ2 ^   ̂ _  Q2

gaf i  ^  d x  d x  К 2  •

Преобразуя, находим

Окончательно получаем следующее уравнение установивше
гося неравномерного движения потока в призматическом русле:

(7.20)
d x  J aQ2B

^ 0)3

§ 4. Формы свободной поверхности потока при неравномерном 
движении жидкости

Рассмотрим формы кривых свободной поверхности потоков 
при неравномерном движении жидкости в призматическом русле. 
Воспользуемся выведенным в предыдущем параграфе уравне
нием (7.20). Одновременно будем пользоваться и уравнением 
производной удельной энергии, записанным в виде

'’ ^ = 1 - ^ -  Р - 2 1 )d h  giifi

Замечаем, что выражение (7.21) совпадает со знаменателем 
уравнения (7.20). Составим таблицу алгебраических знаков зна
менателя уравнения (7.20) (табл. 7.1).
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Таблица 7.1

Знаки ( ± )  производной удельной энергии 
и знаменателя правой части уравнения 

неравномерного движения в призматическом русле 
(7.20) и (7.25)

г  лубина потока 
h

Состояние

потока

Зн ак произ
водной 

дЭ
ал

Знак
знаменателя

уравнения

Й > Л к С п окой н ое + +
h  =  h ^ К ри ти ч еск ое 0 0

h < K Б у р н ое — —

Исследуем поток с постоянным заданным расходом Q. Выра
зим этот расход через уклон дна i и модуль расхода, отвечающий 
равномерному движению потока при заданном расходе (обозна
чим этот модуль через Ко), т. е. запишем

Q  =  K o V T . (7.22)

Подставив равенство (7.22) в уравнение (7.20), получим

к ]  .dh
dx

1-

(7.23)

В знаменатель этого уравнения надо ввести модуль расхода, 
отвечающий состоянию потока при неравномерном режиме. 
В связи с этим преобразуем второй член знаменателя следую
щим образом:

а В г К !
g(03

Введем обозначение
ссВС2/

g l

aBC^iKo
gR d^ C ^X

- J .

a B C ^ i K l

g l K ^

Теперь можно написать

dh
dx

1 — (Ко
К

1 - / К

( 7 .2 4 )
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Умножая числитель и знаменатель на получим следующий 
вид уравнения:

dh . .. к ^ - к 1  
dx (1.25)

Поскольку знаменатель уравнения умножен на положитель
ную величину, правило знаков знаменателя не меняется и отве
чает табл. 7.1. :

Ниже рассматриваются основные случаи кривых свободной 
поверхности.

А. П о т о к  с прям ы м  у к л о н о м  дна (i>0)

Первый случай. Нормальная глубина больше критической, 
т. е. ha~>h^ (рис. 7.5). Имеются три зоны: а, 6 и с.

Зона а. Глубина потока h>ho,  течение спокойное. Знамена
тель уравнения (7.25) положительный, так как Л > /го >  йк

Рис. 7.5. Формы кривых свободной поверх
ности при прямом уклоце дна ( t> 0 )  и

(табл. 7.1). Числитель уравнения тахже положительный, потому 
что /г>/го и К > К о .  Уклон дна г положительный. Таким образом,

и производная - ^ > 0 ,  т. е. положительна. Следовательно, глу-
CLX

бина вдоль потока растет (имеем кривую подпора). Результат 
произведенного анализа сведем в табл. 7.2.

Изучим теперь форму водной поверхности, отвечающую дан
ному случаю. Если h стремится к ho (будем писать h-^ho) ,  то и 
К - > К о ,  знаменатель положительный, числитель уравнения (7.25)

dh \
и величина — ;---- 0.

dx
. Таким образом, глубина начиная от некоторой точки стано
вится практически неизменной, а уклон водной поверхности при
ближается к уклону дна, кривая свободной поверхности асимпто-
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Таблица 7.2

Исследование форм кривых свободной поверхности. Прямой уклон дна ( i> 0 )

о

Зона Глубина

Знак (±)

теля
числи

дроби dh
dx

Состояние
потока

Ло> Лк 
Ло> Лк 
Ло>Лк

Ло<Лк
йо<Лк 
Ло <Л к

а
Ь
с

а
Ь
с

а
с

h>hb
Лк<Л<Ло

h < K

А>Лк
Ло<Л<Лк

/г<Ло

й>Ло =  Лк 
й<Ло =  Лк

+
+

+

+

.+
+

+

+

+

+

+

+
+

+

+

+

+

+
+

П одпор
Спад

Подпор

Подпор
Спад

П одпор

П одпор

тически приближается к линии NN.  Указанная точка отвечает 
месту выклинивания подпора. При очень больших h получаем 
очень большие К, но сравнению с которыми Ко и jKo оказываются 
пренебрежимо малыми. Дробь правой части уравнения (7.25)

dh Г
становится равной единице и- = t ,  т. е. глубина изменяется

в соответствии с уклоном дна. Это возможно только при горизон
тальной свободной поверхности. Таким образом, в нижней части 
кривая асимптотически приближается к горизонтальной прямой. 
Полученный результат позволяет изобразить кривую подпора 
в зоне а так, как это сделано на рис. 7.5.

Зона  Ь. В ней /гк</г</го- Заполняем табл. 7.2. Знаменатель 
уравнения (7.25) положителен потому, что/г>/!«. Однако/г</го, 
в связи с чем и /Со, поэтому числитель уравнения отрицате-  ̂
лен (имеем кривую спада).

Изучим форму этой кривой. При h-^ho ,  К - ^ К о  числитель 
превращается в нуль и кривая стремится к линии NN.  При h — hv

dh
знаменатель равен нулю, а поэтому

dx
=  оо. Кривая подходит

по нормали к линии kk. Изобразим эту кривую на рис. 7.5. 
В зоне Ь кривая спада, приближаясь к линии kk, увеличивает 
свою кривизну и в точке пересечения с этой линией оканчивается 
водопадом.

Зона  с. Здесь h d h ^ .  Знаменатель уравнения (7.25) отрица-' 
телен. Вся дробь положительна и уклон дна i положителен, по-

этому ^ 7 7  > 0 , т. е. глубина вдоль потока растет, имеет место 

(табл. 7.2). Изучим форму этой кривой.
dx

кривая подпора

171



дЭ
dh = 0  (т. е. знаменатель равен нулю), вся дробь

dh й . 
равна оо, поэтому и =оо; таким образом, кривая свободной

поверхности подходит под прямым углом к линии kk. При h - ^ Q  
/С-^0. Подставляем это значение К  в уравнение (7.25)

dh
dx =  I

Q - J K l
- K l
- J K l

Нашли, что производная
dh
dx

равна некоторой положитель

ной величине. Получили вогнутую кривую подпора, изображен
ную на рис. 7.5 в зоне с. Эта кривая заканчивается гидравличе
ским прыжком (в точке пересечения с линией k k ) .

Кривая подпора

Р и с .  7 .6 . Ф о р м ы  к р и в ы х  с в о б о д н о й  п о в е р х н о 
с т и  п р и  п р я м о м  у к л о н е , д н а  ( i > 0 )  и  /го < Л к .

Второй случай. Как и в первом случае, уклон дна j положи
телен, однако нормальная глубина меньше критической, т. е.
йо<Лк (рис. 7.6).

Зона а. В этой зоне /г>/гк>Ло. Заполняем табл. 7.2: знаме
натель исследуемого уравнения положителен, глубина h>ho,  по
этому К Ж о ,  числитель положителен; получаем положительную

дробь - — > 0 .  Глубина вдоль оси х  возрастает (имеет место
CIJC

кривая подпора).
Изучим форму водной поверхности. При очень больших h по

лучаем очень большие К, по сравнению с которыми Ко оказы
вается очень малой величиной, поэтому дробь уравнения (7.25)

dh
стремится к единице, а

dx
стремится к г. Таким образом, при

очень больших h кривая свободной поверхности стремится к го
ризонтальной прямой. При h — hu дробь равна с ю , так как знаме-
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dh
натель равен О (табл. 7.1), а вместе с тем — оо. Кривая пере

секает линию kk  под прямым углом (рис. 7.6). Эта кривая начи
нается с гидравлического прыжка.

Зона Ь. Здесь /гк>/г>/го- Заполняем таблицу 7.2: знамена
тель уравнения отрицателен, а числитель положителен (так как 
h > h o  и К>-Ко)- Дробь отрицательна (имеем кривую спада).

Изучим форму водной поверхности. При /г=Лк. =  оо кривая 

пересекает линию kk  под прямым углом. При h - ^ h o  — >-0,

<?

Рис. 7.7. Формы свободной поверхности при 
прямом уклоне дна (t>0) и ho=hn.

поэтому кривая свободной поверхности асимптотически прибли
жается к линии N N  (рис. 7.6). Началом кривой спада в зоне Ь 
является водопад.

Зона с. h<.ho-<.hK. Заполняем табл. 7.2: знаменатель урав
нения (7.25) отрицателен. Величина /i</io, К<.Кй,  поэтому и чи
слитель отрицателен. Вся дробь получается положительной, т. е.

- ^ ^ > 0 .  Таким образом, имеем кривую подпора. Изучим форму
С1Х
этой кривой. При h - ^ 0  также и /С О, поэтому

dh , о - к 1  - К 1  _  i 
■ --- t --------- t ~

d x  й - J K l  - j K l  J '

^  ^ dh
Таким образом, равно положительному конечному числу

CLX
-4-. Кривая подходит к линии дна под некоторым углом. При 

h-^ho,  К - ^ К о  п ^ О, т. е. кривая асимптотически прибли-
CLX

жается к линии N N  (рис. 7.6). Такая форма кривой подпора
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наблюдается при истечении из-под щита в канал с уклоном 
больше критического.

Третий случай. Нормальная глубина равна критической, т. е. 
ко=кк  (рис. 7.7). Зона Ь отсутствует. Имеем зоны а и с. Иссле
дуем сперва зону а, в которой к > Ы ,  h> h u \  знаменатель уравне
ния (7.25) положителен (табл. 7.1); ввиду того что h>ho,  числи
тель положителен, значит, и вся дробь положительна, т. е.

>  0. Глубина возрастает вдоль потока т. е. имеет место

кривая подпора (заполняем табл. 7.2).
Зона с соответствует условию hC.ho и /iC/Ik- Здесь знаме

натель уравнения отрицателен (табл. 7.1), числитель отрицате-
dh  „

лен, вся дробь положительна, поэтому имеем подпор

(табл. 7.2). Свободная поверхность в-третьем случае как в зоне а, 
так и . в зоне с является прямой горизонтальной линией 
(В. М. Маккавеев и И. М. Коновалов. Гидравлика, стр. 327).

Б. П о т о к  с г о р и з о н т а л ь н ы м  дном (i =  0)

с

(7.26)

Обратимся к уравнению (7.20), которое при i= 0  приводится 
к виду

dh __ Q2

Так как любому расходу Q отвечает определенное критиче
ское состояние потока, значение Q можно выразить произведе
нием критического модуля расхода Кк на корень квадратный 
из критического уклона г'к, т. е. написать

q = /C k 1/I7 .

Подставляя это соотношение в уравнение (7.26), получим сле
дующую запись уравнения неравномерного движения в призма
тическом русле:

dh- ___ К\1к (7 97'»

где
. ____  aĈ BlK

'  gx
Равномерное движение при горизонтальном дне невозможно, 

поэтому зона а отсутствует.
Рассмотрим зону  Ь (рис. 7.8), в которой глубина потока пре

вышает: критическую глубину, т. е. /г>Лк. Числитель и знамена-
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т-т dh 'тельна, но перед ней стоит знак минус. Поэтому — — < 0 ,  т. е.
CLjO

в зоне Ь имеем кривую спада. Изучим форму этой кривой. При
1 и dh in

производная-^ = -J -— г .

Учитывая равенство

тел ь  у р а в н е н и я  (7 .2 7 )  п о л о ж и т ел ь н ы . Д р о б ь  т а к ж е  п о л о ж и -

и принимая во внимание, что для потока, находящегося в крити
ческом состоянии, все величины, содержащиеся в выражении /, 
будут критическими, т. е.

glK
находим /к = = 1 .  При этом знаменатель уравнения (7 .2 7 ) равен 
нулю, а его числитель положителен и не равен нулю, поэтому

=  — оо. Кривая свобод-

НОИ поверхности пересекает v  е
линию kk  под прямым \  ^
углом.

Верхнюю часть кривой л, к ''
получим, если примем А->оо,  ̂ ^

^ чем К - ^ о о ,  а свободной поверхности
-— - > 0 .  Таким образом,ви- при горизонтальном дне (f=0).

Д И М , что верхняя часть кривой асимптотически приближается 
к горизонтальной линии, параллельной дну. Вдоль потока, в на
правлении течения, глубина убывает с нарастающей интенсивно
стью и поток переходит в водопад (в точке, где /г=/гк) (рис. 7.8) .- 

Зона с. Здесь /гСЛк, знаменатель исследуемого уравнения 
отрицателен; числитель, как и ранее, положителен. Так как перед

dh
дробью стоит минус, то производная — —  получается положи-

ах
тельной, т. е. имеем кривую подпора. :

При h=hK, К = К к , ’' ! =  и  поэтому = + о о . Кривая пере

секает линию kk  под прямым углом, что указывает на переход

к гидравлическому прыжку. При /г^О , /С->0, — -----
d x  j

т. е. вблизи дна кривая свободной поверхности образует с дном 
некоторый конечный угол (рис. 7.8). Такой вид кривой свободной 
поверхности образуется при истечении жидкости из-под щита 
в канал с горизонтальным дном.
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в. П о т о к  с о б р а т н ы м  у к л о н о м  дна (г<0)

Исходным уравнением, как и выше, является уравнение (7.20). 
Введем модуль расхода равномерного потока, текущего в обрат
ную сторону, т. е. в сторону уклона русла (Ki), а также абсолют

ную величину уклона дна (ii). Очевидно, что i i =  — i и Q = K i i  к- 
Уравнение (7.20) приводится к виду

dh . K'  ̂+ Kl

Ж2-

Учитывая, что приходим к выражению

. К^ + К\dh
dx

в котором

— I

aC^Bh

(7.28)

Рис. 7.9. Формы свободной по
верхности потока при обратном 

уклоне дна (г < 0 ).

При обратном уклоне дна рав
номерное движение невозможно, 
поэтому, как и в случае горизон
тального дна, зона а от<;утствует.

В зоне Ъ глубина чис
литель и знаменатель уравнения

(7.28) положительны. Так как перед дробью стоит знак минус, то 
dh

производная получается отрицательной, т. е. имеем кривую

спада. При /г=Ак кривая пересекает прямую kk  под прямым уг-
dh .

лом, а при п - ^ о о  производная т. е. свободная поверх

ность становится горизонтальной (рис. 7.9).

В зоне с глубина /гСЛк, величина положительна, т. е.

имеет место кривая подпора. При /г=Лк свободная поверхность 
пересекает линию kk  под прямым углом. При /i->-0 будем иметь

—----- т. е. вблизи дна кривая свободной поверхности рас-

положена к последнему под некоторым углом (рис. 7.9).

§  5. Г идравлический пры ж ок

Выше было показано, что при различных условиях в призма
тическом русле образуются разные формы кривых свободной по
верхности потока. В каждой из рассмотренных зон (а, Ь я с)
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имеет место особая кривая свободной поверхности. Пересечение 
линии критического состояния {kk) кривой спада всегда характе
ризуется образованием водопада (см. рис. 7.5,7.8,7.9). При пере
сечении линии kk  кривой подпора, формирующейся при бурном 
режиме, образуется гидравлический прыжок (см. рис. 7.5, 7.6, 
7.8, 7.9).

_ \

Рис. 7.10. Примеры гидравлических прыжков.
а —  при истечении из-под щ ита, б  — в ниж нем  бьеф е пло

тины , е  — на горной реке.

Прыжок формируется при истечении из-под щита в канал, 
продольный уклон дна которого меньше критического или если 
его дно является горизонтальным. Прыжок наблюдается в ниж
них бьефах плотин. Гидравлические прыжки являются характер
ной особенностью рек и ручьев, продольный уклон русла которых 
превышает критическое значение. В этом случае прыжки обра
зуются перед препятствиями и в местах резкого уменьшения ук
лона. Такой тип потоков характерен для горных условий. При
меры гидравлических прыжков приведены на рис. 7.10.
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На схемах гидравлических прыжков, показанных на упомяну
том рисунке, можно видеть транзитную часть потока, претерпе
вающую резкое изменение Площади сечения и глубины, и нахо
дящийся над ним водяной валец, характеризующийся вращатель
ным движением в вертикальной плоскости. В нижней части 
вальца течение совпадает по направлению с транзитным потоком, 
а в верхней имеет противоположное направление. Между валь
цом и транзитным потоком происходит обмен массами и количе
ством движения. Валец гидравлического прыжка часто теряет 
свою сплошность, насыщаясь пузырьками воздуха. Фронтальная 
часть прыжка почти всегда представляет собой пенистый гребень.

. 6  6,

Рис. 7.11. Схема к выводу уравнения прыжковой 
функции.

При переходе через гидравлический; прыжок в потоке изме
няется соотношение между кинетической энергией и потенциаль
ной энергией сечения и происходит потеря энергии. Эту потерю 
будем обозначать через АЭд.

Значения глубины потока перед прыжком и сразу после пры
жка обозначим соответственно через h  и /12, эти глубины называ
ются сопряженными (или взаимными). Длину прыжка обозначим 
/п, а высоту Сп, причем an==/i2 —  /ii. Особенность сопряженных 
глубин выражается следующими неравенствами: /z2 >/Ik-
Именно это и указывает на то, что переход через критическое со
стояние потока осуществляется в виде гидравлического прыжка.

Составим уравнение изменения количеств движения для гид
равлического прыжка в призматическом русле с горизонтальным 
дном (г=0). Рассмотрим рис. 7.11, на котором показан выделен
ный в потоке контрольный объем аабб, включающий прыжок. Че
рез интервал времени М  контрольный объем сместится и займет 
положение aiai6i6i. Весь объем жидкости, заключенный между
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сечениями аа и 6i6i, разделим на три части и обозначим их рим
скими цифрами/ , / / и / / / .

Уравнение изменения количеств движения (К- Д-) за время 
Ы  для контрольного объема в проекции на ось д: запишем сле
дующим образом:

(К. Д. 111 +  К. Д. 11) -  (К. Д. / / /  +  К. Д. /) =  Д̂ , (7.29)

где FxAt —  проекция на ось д: импульса сил, действующих на вы
деленный объем. В левой части уравнения символически пока
заны значения количеств движения (К- Д.) частных объемов /, 
I I  и I I I .  Объемы /  и / /  выразятся соответственно произведениями 
(OiAxi и (ОгАхг, где coi и © 2  —  площади поперечных сечений потока.

Перемещения Ах\ и Ахг можно определить через произведения 
скорости на время At, т. е. принять:

AXi =  At и Ах^ ^ v ^ A t .

Очевидно, что теперь можно написать:

К .Д . /  =  -^и>1аг;?Д ;̂
о

К. Д. =
6

(7.30)

Здесь в выражении квадрата скорости учтен корректирующий 
множитель а. Заметим, что эту величину а  надо отличать от кор
ректива распределения скоростей в уравнении живых сил, хотя 
там этот корректив также обозначен через а. Вообще говоря, чи
сленно эти две величины близки друг другу.

Рассмотрим силы, действующие на выделенный объем жидко
сти. Ввиду принятого предположения о горизонтальности дна по
тока в месте образования прыжка продольную составляющую 
силы тяжести принимаем равной нулю. Силой трения на пути U 
будем пренебрегать из-за ее малости. Остаются силы гидроди
намического давления. Равнодействующая сил гидродинамиче
ского давления, приложенных к выделенному объему, будет оп
ределяться следующей разностью:

Л - / ^ 2  =  т ( “ 1 У о 1 - “ 2Уо2). (7 .3 1 )

где Pi и Pz —  силы давления, действующие соответственно на 
грани /  и 2; г/о 1 и уог —  глубины погружения (расстояния от сво
бодной поверхности) центров тяжести площадей coi и оз2 .

Учитывая, что F x A t= {P i  —  Pz) At, заменяя квадратом рас
хода Q, деленного на квадрат площади сечения потока, подстав
ляя в уравнение (7.29) значения входящих в него величин, на
ходим
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Расход Q является постоянным. Величины ® и г/о представ
ляют собой функции глубины h, поэтому уравнение (7.32) можно 
представить в виде

0 (А,) =  9(^2), (7.33)
где , ,

aQ2
0(A): Û) -“ Уо- (7.34)

Величина 0 (/г) называется прыжковой функцией. Уравнение
(7.32) или в другом виде (7.33) называется уравнением сопря
женных (или взаимных) глубин. Оно позволяет при заданном 
расходе Q, заданной форме русла (которое должно быть призма
тическим) определять по одной (заданной) сопряженной глу-

h

Рис. 7.12. Графики прыжковой функции 
0(A ) и удельной энергий сечения потока 

Э{Щ.

бине (например, перед прыжком) другую сопряженную глубину 
(например, после прыжка) .

Прыжковая функция 0 (/i) изображена на рис. 7.12, где одно
временно представлен и график удельной энергии сечения Э{К). 
На рисунке показано, как графически отыскивается сопряженная 
глубина и определяется потеря энергии в гидравлическом 
прыжке. Если, например, задана глубина перед прыжком fti, то 
по этой глубине находим прыжковую функцию 0 (/г). Восстана
вливая перпендикуляр из точки пересечения 0 (Л) с горизонталь
ной линией /ii=const (эта точка помечена на чертеже круж
ком) , находим сопряженную глубину hi в точке пересечения пер
пендикуляра с графиком 0 (Л) (это пересечение также помечено 
кружком). Взаимным глубинам hi и hi отвечают значения энер
гии 9 i  и Эг. Разность этих величин, определяет потерю энергии 
ДЭд в прыжке, т. е.

ДЭп =  3 1 - 3 2 .  (7 .3 5 )
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Потери напора в гидравлическом прыжке связаны с имеющим 
здесь место внезапным расширением потока (об этих потерях 
речь будет идти в следующем параграфе) и обусловлены в основ
ном вихревыми течениями в вальце.

Теоретическим путем можно вывести следующую формулу по
тери энергии в гидравлическом прыжке (см. в книге В. М. Мак
кавеева и И. М. Коновалова «Гидравлика»):

=  (7.36)

где a = h z  —  / i i—  высота прыжка.
Задача о сопряженных глубинах гидравлического прыжка мо

жет быть решена и без прыжковой функции. Для этой цели мо
жет быть использован график 9{h)  и формула (7.36). Последняя
содержит искомую величину (йг или hi) , поэтому определение со
пряженных глубин выполняется методом подбора. Заметим, что< 
сходимость при этом достигается весьма быстро.

Для нахождения длины гидравлического прыжка можно поль
зоваться следующей приближенной формулой Н. Н. Павловского:

4  =  - ^ ( 4 ,5 * 2  + 5 а ). (7 .3 7 )

§ 6. П отери н а п ор а  при вн езапн ом  р асш ирении  потока

Потери напора в потоках делятся на два вида: 1) линейные 
потери напора, 2) местные потери напора, это главным образом, 
потери при резком расширении потока. Линейные потери опре
деляются сопротивлением русла по пути движения потока. Эти 
потери уже детально рассматривались выше. В уравнениях рав
номерного и неравномерного движения линейные потери напора 
выражаются формулой

Местные потери напора связаны обычно с резким или, как го
ворят, внезапным расширением потока. К главным случаям та
кого рода относятся следующие: 1) внезапное расширение h o t o k s i  
в трубе (рис. 7.13), 2) гидравлический прыжок, 3) резкое увели
чение площади поперечного сечения открытого потока, 4) пово
роты русла. Во всех этих случаях расширяющемуся транзитному 
потоку сопутствуют водоворотные течения в виде вальцов (в верх
ней части гидравлического прыжка), водоворотов с вертикальной 
осью (в местах резкого расширения речных потоков), в виде 
циркуляционных течений в расширяющейся части трубы, окру
жающих транзитную струю подобно кольцу (рис. 7.13). Основ
ные потери напора при внезапном расширении потока обусло
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влены именно этими водоворотными течениями, получающими 
энергию от транзитного потока.

Поток, выходя в расширенную часть русла (или трубы) , испы
тывает влияние водоворотных течений, действующих на него с од
ной или с нескольких сторон, и на некотором расстоянии от на
чала расширения транзитный поток претерпевает сжатие, дости
гает наименьшего сечения при наибольшей средней скорости, 
а затем начинает расширяться. Наименьшее сечение потока носит 
название сжатого сечения (сосж) (см. рис. 7.13). Сжатие потока 
обычно невелико и при решении ряда практических задач им пре
небрегают, вводя в расчет только первоначальное сечение oji.

Местные потери напора происходят не только на участках 
расширения, но и на участках сжатия потока. Непосредственной

Рис. 7.13. ВнезапнЬе расширение потока 
в трубе.

Причиной такого рода потерь является образование вблизи от на
чала участка сжатия трубы Или русла сжатого сечения потока 
с последующим его расширением. Отжим струй при таком сжа
тии может быть неполным и циркуляционные течения могут не 
образовываться. Потери напора в этом случае обусловлены пере
распределением скоростей в поперечном профиле потока перед 
сжатым сечением и после него.

При резких поворотах и даже при относительно плавных за
круглениях русловых и напорных потоков имеют место местные 
потери напора, тем более значительные, чем круче поворот. Осо
бенно они велики в тех случаях, когда за поворотом образуется 
зона отжима струй с прилегающей к ней водоворотной областью.

Рассмотрим местные потери на примере внезапного расшире
ния напорного потока (рис. 7.13). Применяя уравнение изме
нения количеств движения к контрольному объему потока, заклю
ченному между сечениями coi и шз, и используя для указанных 
сечений уравнение Бернулли, учитывающее потери напора Ahw, 
получаем следующую формулу:

=  (7.38)
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где через АЛм. п обозначены местные потери напора, обусловлен
ные внезапным расширением. Заметим, что при выводе этой фор
мулы, носящей наименование формулы Борда, потери на трение 
по длине рассматриваемого участка потока не учитывались и рас
пределение давления принималось по гидростатическому закону.

Местные потери напора при расширении могут быть выра
жены через скорость в расширенном сечении vz, тогда формула
(7.38) записывается в виде

=  (7.39)

где  ̂—  коэффициент местного сопротивления, определяемый из 
соотношения

С = (-1 -  -  ')"•

При использовании этой формулы следует учитывать возмож
ность некоторой неточности, обусловленной тем, что в ней содер
жится величина coi, тогда как казалось бы более правильным 
включение в нее площади сжатого сечения Шсж- Практически, 
однако, это затруднительно ввиду того, что учет условий сжатия 
требует специального рассмотрения задачи с использованием 
данных о конкретных формах трубопровода или русла.

При гидравлических расчетах все местные потери напора на 
рассматриваемом участке потока и линейные потери суммиру
ются.

При расчетах естественных водных потоков местные потери 
учитываются одновременно с линейными потерями путем под
бора соответствующих значений коэффициентов шероховатости п  
в формуле коэффициента Шези С

Именно значения п, содержащиеся в таблице этих величин, 
подобраны таким образом, что местные сопротивления, связан
ные с местными расширениями русла (за побочнями, за грядами 
и т. д.), чередованием расширенных и суженных участков, ока
зываются учтенными наряду с линейными потерями напора. Сум
марный эффект местных и линейных потерь оказывается учтен
ным также при вычислении С по формуле Шези при использова
нии данных фактических измерений расхода, площади сечения 
потока и уклона.

§ 7. И нтегрирование ур авн ен и я  н ер авн ом ер ного  дви ж ен и я  
поток а в откры том р усл е

В настоящем параграфе будет рассмотрен предложенный 
Б. А. Бахметевым метод интегрирования дифференциального 
уравнения неравномерного движения потока в открытом русле
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с прямым уклоном дна (t> 0 ). Предположение о неизменности 
формы русла по длине потока остается в силе, в связи с чем в ка
честве исходного уравнения используется уравнение неравномер
ного движения потока в призматическом русле.

Б. А. Бахметев считает, что для указанных условий допустимо 
принять модуль расхода К  зависящим только от глубины потока 
h. Такое приближенное предположение позволяет ему записать

Ш - Ш :
где индексом «О», как и ранее, обозначены величины, характери
зующие равномерное движение при заданных значениях рас
хода Q, уклона дна i, размера и формы русла; иначе говоря, это 
нормальный модуль расхода и нормальная глубина. Показатель 
степени Ь, называемый обычно гидравлическим показателем ру
сла, изменяется для русел разной формы от 2,8 до 4,0 и в более 
редких случаях до 5.

В курсах гидравлики часто приводятся аналитические выра
жения показателя Ь, однако эти формулы применимы только для 
отдельных видов поперечного профиля русла. Универсальной 
формулы не существует, поэтому показатель Ь следует опреде
лять по графику K{h),  построенному для рассматриваемой 
формы русла.

Обратимся к уравнению неравномерного движения, приведен
ному к виду

'Ко1 - у  

1
i d x  = ------- )  ^  ;  dh. (7.42)

Ко
К

Введем относительную глубину потока т], принимая 

откуда
dh =  h(^d't].

Подставляя в уравнение (7.42) выражение (7.41), вводя отно
сительную глубину т) и заменяя далее дифференциал глубины 
произведением hodr\, после простых преобразований получаем 
следующее равенство:

Прибавляя и отнимая единицу, записываем 

Ло I

dri. (7 .4 4 )

d x  =
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а за т е м  н а х о д и м

d x - Ло й?7) —  (1 — j) dl]
(7 .4 5 )

Если проинтегрируем это уравнение, то получим длину уча
стка как функцию глубины h (или относительной глубины). Если 
расчет вести по интервалам относительной глубины Ат], то для 
параболического русла можно заранее вычислить среднее для 
интервала значение / и, учитывая, что по указанию Бахметева 
величина / изменяется мало, отнести это значение ко всему интер
валу. Рассматриваемая величина вычисляется по формуле

aiC^B 
^ g l  '

Принимая, что указанный выше интервал отвечает пределам 
интегрирования от t ] i  д о  т]2, записываем

( 1 - У ) - ( 1 - Л р )  

и производим интегрирование

=  . (7.46)

Длина участка, в пределах которого аргумент т) изменяется 
от Г]1  до Т]2 , будет

Ах  =  Х2 — Xj .̂
Теперь напишем

л
^ 2 - % - ( 1  - A p ) J - ^Ах = ho (7.47)

Очевидно, что входящую в правую часть уравнения квадра
туру можно представить в виде разности следующим образом:

’“Л ’J? ’U
г С dr, f
J 1-71^  
’ii

J 1 -71*  J 0 ‘ 0

Введем обозначение
’i

i
d-q (7.48)

(5(т)) называется функцией Бахметева, или функцией неравно-, 
мерного движения).
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Теперь уравнение (7.47) может быть записано в виде

A x  =  ^ { 7 ) 2 - 7 j , ~ ( l - A p ) [ 5 ( v j 2 ) - ^ ( 7 j i ) ] } .  (7 .4 9 )

Б. А. Бахметев и Н. Н. Павловский произвели вычисления 
интегралов (7.48) при значениях & от 2,8 до 5,4 для большого 
диапазона величин rj. На основании вычислений составлены таб
лицы, которые приводятся в сокращенном виде (табл. 7.3 и 7.4).

Построение кривой свободной поверхности неравномерного 
потока, протекающего в призматическом русле, производится по 
формуле (7.49) при использовании табл. 7.3 и 7.4. Расчет ведется 
по интервалам величины т], являющейся относительным значе-

Таблица 7.3
Значения функции Бахметева 5 ( т ] )  при Т ) > 1

п 2,8 8,0 3,2 3,4 3,6 3,8 4,0 4,2

1,01 1 ,57 1 ,42 1 ,29 1,18 1 ,0 9 1,01 0 ,9 4 0 ,8 7
1 ,0 2 1 ,3 3 1,19 1,08 0 ,9 8 0 ,9 0 0 ,8 3 0 ,7 7 0,71
1 ,05 1,01 0 ,9 0 0 ,8 0 0 ,7 2 0 ,6 6 0 ,6 0 0 ,5 5 0 ,5 0
1 ,1 0 0 ,7 8 0 ,6 8 0 ,6 0 0 ,5 4 0 ,4 8 0 ,4 3 0 ,3 9 0 ,3 6
1 ,15 0 ,6 5 0 ,5 6 0 ,4 9 0 ,4 3 0 ,3 8 0 ,3 4 0 ,31 0 ,2 8
1 ,20 0 ,5 6 0 ,4 8 0 ,4 2 0 ,3 6 0 ,3 2 0 ,2 8 0 ,2 5 0 ,2 3
1 ,3 0 0 ,4 4 0 ,3 7 0 ,3 2 0 ,2 7 0 ,2 4 0,21 0 ,1 8 0 ,1 6
1 ,4 0 0 ,3 6 0 ,3 0 0 ,2 6 0 ,2 2 0 ,1 8 0 ,1 6 0 ,1 4 0 ,1 2
1 ,5 0 0,31 0 ,2 6 0 ,21 0 ,1 8 0 ,1 5 0 ,1 3 0 ,11 0 ,0 9
1 ,7 5 0,21 0 ,1 8 0 ,1 4 0 ,1 2 0 ,1 0 0 ,0 8 0 ,0 6 0 ,0 5
2 ,0 0 0 ,1 7 0 ,1 3 0 ,1 0 0 ,0 8 0 ,0 7 0 ,0 5 0 ,0 4 0 ,0 4
2 ,5 0,11 0 ,0 8 0 ,0 6 0 ,0 5 0 ,0 4 0 ,0 3 0 ,0 2 0 ,0 2
3 ,0 0 ,0 8 0 ,0 6 0 ,0 4 0 ,0 3 0 ,0 2 0 ,0 2 0 ,01 0,01
4 ,0 0 ,0 5 0 ,0 3 0 ,0 2 0 ,0 2 0 ,0 1 0 ,01 0,01 0 ,0 0
5 ,0 0 ,0 3 0 ,0 2 0 ,01 0,01 0 ,0 1 0 ,0 0 0 ,0 0

Таблица 7.4

Значения функции Бахметева £ (т )) при r i < l

’I 2,8 3,0 3,2 3,4 3.6 3,8 4,0 4,2

0 ,1 0 0 ,1 0 0 ,1 0 0 ,1 0 0 ,1 0 0 ,1 0 0 ,1 0 0 ,1 0 0 ,1 0
0 ,2 0 0 ,2 0 0 ,2 0 0 ,2 0 0 ,2 0 0 ,2 0 0 ,2 0 0 ,2 0 0 ,2 0
0 ,3 0 0 ,3 0 0 ,3 0 0 ,3 0 0 ,3 0 0 ,3 0 0 ,3 0 0 ,3 0 0 ,3 0
0 ,4 0 0 ,41 0,41 0 ,4 0 0 ,4 0 0 ,4 0 0 ,4 0 0 ,4 0 0 ,4 0
0 ,5 0 0 ,5 2 0 ,5 2 0 ,51 0 ,51 0 ,51 0 ,5 1 0 ,51 0 ,5 0
0 ,6 0 0 ,6 4 0 ,6 4 0 ,6 3 0 ,6 3 0 ,6 2 0 ,6 2 0 ,6 2 0 ,6 1
0 ,7 0 0 ,7 9 0 ,7 8 0 ,7 7 0 ,7 6 0 ,7 5 0 ,7 4 0 ,7 4 0 ,7 4
0 ,8 0 0 ,9 7 0 ,9 5 0 ,9 3 0 ,9 2 0,91 0 ,9 0 0 ,8 9 0 ,8 8
0 ,9 0 1 ,25 1 ,2 2 1 ,1 9 1 ,1 6 1 ,1 4 1 ,1 2 1 ,1 0 1 ,0 9
0 ,9 9 2,11 2 ,0 2 1 ,9 4 1 ,87 1,81 1 ,76 1,71 1 ,67
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нием ординаты кривой свободной поверхности, и позволяет полу
чить соответствующие этим интервалам значения Ад: (т. е. длины 
участков) и по ним найти абсциссы х  кривой свободной поверх
ности. Зная величину ho для рассматриваемого потока, находим 
абсолютные значения глубин h=hoi\  и, используя полученные 
значения xi, хг, хз и т. д., строим кривую свободной поверхности 
неравномерного потока в призматическом русле.

Г л а в а  V I I I

Г И Д Р А В Л И К А  В О Д О С Л И В Н Ы Х  И В О Д О М Е Р Н Ы Х  
С О О Р У Ж Е Н И Й

§ 1. И стечение ж и дк ости  чер ез отверстия  и н асадк и

Истечение жидкости через отверстия и насадки может проис
ходить при постоянном и переменном напоре. Жидкость может

вытекать либо непосредственно в атмосферу, через так называе
мое незатопленное отверстие (рис. 8.1 а),  либо под уровень жид
кости, находящейся в нижнем бьефе (или соответственно в со
суде), т. е. через затопленное отверстие (рис. 8.1 б).

В гидравлике различают истечение из малых и больших отвер
стий. Малыми отверстиями называют такие, вертикальный раз
мер которых настолько мал по сравнению с напором, что напор 
в любой точке отверстия можно принимать равным напору в цен
тре тяжести сечения отверстия.

Рассмотрим истечение жидкости при постоянном напоре через 
малое незатопленное отверстие в тонкой стенке (рис. 8.1 а). 
Постоянство напора в изображенном на рисунке сосуде Поддер
живается за счет поступления жидкости в сосуд на некотором 
расстоянии от плоскости, представленной на чертеже. Поня
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тие «тонкой стенки» в задачах об истечении из отверстий 
■отвечает случаю, когда края отверстия имеют острую кромку и 
толщина стенки не влияет на форму струи. Используем следую
щие обозначения: со —  площадь отверстия, d  —  диаметр отверстия, 
.(Ос —  площадь сжатого сечения струи, ро —  давление на поверх
ности жидкости в сосуде (в сечении 1— /) ;  в общем случае оно 
может быть не равно атмосферному давлению рат, р с — -давление 
в сжатом сечении струи 2— 2, равное атмосферному (рс— рат), 
так как струя по всему периметру окружена атмосферой, Я —  
глубина погружения центров тяжести площади отверстия со и 
■сжатого сечения сос (падением жидкости на расстоянии от стенки 
до сечения 2— 2 пренебрегаем), vo —  скорость жидкости в сече
нии 1— 1, Ус — скорость истечения жидкости в сжатом сечении 
.2— 2.

Для того чтобы определить скорость Vc и расход Q жидкости, 
вытекающей из отверстия, применим уравнение Бернулли, запи
сав его для сечения 1— 1, расположенного на поверхности жидко
сти, и для пересекающего струю сжатого сечения 2— 2. Уравнение 
запишем относительно плоскости О— О, проходящей через центр 
тяжести отверстия

J_r \ PQ I “0̂ 0 _ Рс I “с̂ 'с , г, 1 лП +  ~ +  (оЛ)

Поскольку при истечении из отверстий рассматривается дви
жение жидкости на очень коротком участке, можно считать, что 
потеря напора происходит лишь за счет местных сопротивлений

h-w —  ^вх ~  ̂ вх 2 ^  > (8-2)

где в̂х —  коэффициент сопротивления, учитывающий потери на
пора на участке от сечения 1— 1 до сечения 2— 2. Приняв во вни
мание, что р о = , р а т  и пренебрегая неравномерностью распреде
ления скоростей на свободной поверхности и в сжатом сечении 
(ао=-ас=1), а также учтя равенство (8.2), можем записать урав
нение (8.1) в следующем виде:

Введя обозначение

~ ^ )  + 4 “ - "» -

где Яо —  полный напор, получим следующее выражение для ско
рости жидкости в сжатом сечении:

^‘ = V t +  ?1
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или

где
t)< .=  c p K 2 g - ^ o , (8 .6 )

=  / т ^
—  коэффициент скорости.

Для случая когда ро=рат (что часто имеет место в гидротех-
2,

нической практике), а величина - ^  пренебрежимо мала по

сравнению с Н  полный напор равен глубине погружения центра 
тяжести отверстия Н о = Н  и формула скорости (8.6) принимает 
вид

=  (8 .7 )

Величина расхода Q будет равна

Q =  «c'̂ c, (8.8)
или

Q =  em ^Y2gH o;  (8.9)

здесь е = - ^  —  коэффициент сжатия струи.

Обозначая произведение е<р через ц, получим окончательный 
вид формулы для расхода через малое незатопленное отверстие 
в тонкой стенке при постоянном напоре

Q =  (.(dK ^ ,  (8.10)

где р, —  коэффициент расхода, учитывающий и потерю напора 
hwl и степень сжатия струи, выходящей из отверстия.

При ро=Рат и малой скорости подхода, т. е. при Uo =  0, фор
мула (8.10) примет вид

Q ^ l x w Y 2 g i r .  (8.11)

Значения коэффициентов сжатия е, сопротивления в̂х, ско
рости ф и расхода р. установлены опытным путем. При так назы
ваемом совершенном (или наибольшем) сжатии, которое имеет 
место при достаточном удалении отверстия от свободной поверх
ности жидкости, от противоположной стенки и дна сосуда (не ме
нее трехкратного размера отверстия) коэффициент сжатия в =  
=0,64-7-0,60. Для этого случая коэффициент скорости при исте
чении из малого отверстия в тонкой стенке ф=0,97, коэффициент 
сопротивления ^вх=0,06, а коэффициент расхода ц = 0,62-ь0,60.

Выведем формулы для определения скорости и расхода жид
кости при истечении через затопленное отверстие, приняв
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давление на поверхности жидкости в обоих сосудах равным 
атмосферному (рис. 8.1 б). Напишем уравнение Бернулли отно
сительно плоскости О— О, проходящей через центр тяжести отвер
стия для двух горизонтальных сечений 1— 1 и 2— 2, совпадающих 
со свободной поверхностью жидкости в сосудах

2 2
■ H i  =  - ^ h ^ .  (8.12)

2 g  I 2^

Учитывая, что скорости течения на свободной поверхности 
весьма малы по сравнению со скоростью истечения, можно при
нять v i ^ V z ^ O ]  тогда для разности уровней z получим следую
щее равенство:

=  (8.1,3)

Местные потери напора hw  от сечения 1— 1 до сечения 2—-2

складываются из потери при входе в отверстие 

и потери на выходе при внезапном расширении струи на участке;

/  ̂ \
от сжатого сечения до сечения 2— 2 ?вы х-~ | • Подстав

ляя значения потерь в равенство (8.13), получим

-  (̂ в̂х +  Сзых), ( 8 .1 4 )

откуда

. (8.1б>

Обозначив Т/ — — — —̂  по-прежнему через коэффициент
Ьвх +  ?вых

скорости <р, будем иметь
г ; ,=  с р 1 / ^ .  (8.16)

Если учитывать скорость подхода, то разность уровней г еле-
' в ■ ■ 2 

Оо
дует увеличить на значение скоростного напора

2^
Тогда формула (8.16) примет вид

'Ус =  ср1 /2^го , (8.17)1
где

' 2^  '■
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Расход жидкости через затопленное отверстие определяется 
аналогично расходу через незатопленное отверстие; 
с учетом скорости подхода

без учета скорости подхо;^

Q == V "2 iF .

(8.18)

(8.19)

Значения коэффициентов скорости ф и расхода (х=еф прини
мают для затопленных отверстий такими же, как и для незатоп- 
ленных отверстий (ф~0,97 и [х:=:0,62). Следовательно, формулы

скорости и расхода для затопленного отверстия отличаются от 
аналогичных формул для незатопленного отверстия только тем, 
что в них вместо напора {Н  или Яо) входит разность уровней 
(z или 2 о).

При определении расходов через большие отверстия, верти
кальные размеры которых соизмеримы с величиной напора Я над 
центром отверстия, необходимо учитывать изменение напора 
в струе от верхней кромки отверстия до нижней и обусловленное 
этим неравномерное распределение скорости по сечению струи. 
С этой целью все сечение отверстия со разбивают на бесконечно 
малые горизонтальные полоски и определяют расход через каж
дую полоску, имеющую площадь d a ^ b d h o  (рис. 8.2), по формуле 
для малых отверстий

dQ =  ^ b d h o y 2 g h o  , (8.20)
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2 ^  
где h o = h - \ - - ~  —  полный напор' над центром тяжести элемен

тарной площадки da.
Полный расход через большое отверстие определится интегра

лом выражения (8.20) в пределах от Но i до Но 2
Я о .  . I

Q = J  i ^ b V ^ o d h o -  (8.21)
Яо 1

Для прямоугольного отверстия 6=const интегрирование урав
нения (8.21) дает

Q =  - | - [i. b [НТ2 -  H'h) .  (8.22)

Вследствие сложности получаемых расчетных формул (их вид 
зависит от формы отверстия) в практической гидравлике исполь
зуют для расчета расходов через большие отверстия формулы 
такой же структуры, что и для малых отверстий; 
для незатопленных отверстий

Q =  К 2§-Яо, 

для затопленных отверстий

Q = \) .w y 2 g Z o

(обозначения прежние).
В этих формулах коэффициент расхода (х учитывает неравно

мерность распределения скоростей в сечении отверстия и имеет 
иные значения, чем при истечении из малых отверстий. Вели
чины II для разных видов отверстий определяются опытным пу
тем; для грубо ориентировочных расчетов коэффициент расхода 
|х для больших отверстий принимают равным 0,7.

Перейдем к рассмотрению вопроса об истечении жидкости из 
насадков. Насадком называется короткая трубка, присоединен
ная к отверстию в стенке сосуда. Типы насадков показаны на 
рис. 8.3. Структура расчетных формул для определения расхода 
воды из насадков такая же, как и формул для истечения из от
верстий в тонкой стенке.

Для незатопленных насадков применяется зависимость

(? =  [з^шУ2^Яо,

для затопленных —

Qr=ixwy2gZo.

Значения коэффициентов расхода |л зависят от формы на
садка. Насадки изменяют условия протекания струи и тем самым
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влияют на величины сжатия, сопротивления, скорости и расхода 
вытекающей струи. Так, например, при входе в насадок Вентури 
струя сначала сжимается, достигая наименьшей площади на не
котором удалении от входа, а затем, при достаточной длине на
садка ( /=  (3,5-г-4)й?) расширяется и выходит из насадка полным 
сечением (б =  1). Коэффициенты скорости ф и расхода [г=еф 
для струи, вытекающей из внешнего цилиндрического насадка, 
оказываются одинаковыми, поэтому коэффициент расхода через 
насадок [Хнас=Фнас всегда больше коэффициента расхода для от
верстия в тонкой стенке [ Х о т в = 8 о т в 'ф о  тв> Г Д 6  8 о т е * \ 1 *

сравнение величин расхода и скорости струй, вытекающих 
из насадка Вентури и из отверстия при одном и том же напоре и 
площади отверстия, об
наруживает существен- - • — —  ---------
ный эффект насадков, а б ~Z. —  ----
именно; Qnac =  1,34Qotb; ~
н̂ао —  0,85Уотв.

Таким образом, наса
док Вентури увеличивает 
расход на 34% и снижает 
скорость на 15%. Это 
объясняется тем, что на
садок снижает до мини
мума степень сжатия 
струи. В гидравлике бы
тует объяснение увеличе
ния расходов в насадках 
образованием зоны пони
женного давления, даю
щей как бы дополнитель
ный напор при истечении. Такое объяснение является неточным, 
так как не учитывает, что на создание зоны пониженного давле
ния расходуется часть кинетической энергии самого потока.

Насадки широко используются в технике. Они применяются 
в плотинах для водоспусков, обеспечивая высокую эффективность 
последних (|х =  0,82); они используются в соплах турбин, гидро
мониторах, брандспойтах, где применяются конические сходя
щиеся насадки, значительно увеличивающие скорость вытекаю
щей струи (ф=0,97) и расход (}д.==0,95). В тех случаях, когда 
необходимо уменьшить скорость струи и ее кинетическую энер
гию, например, в трубах-водовыпусках при орошении, в отводя
щих трубах от турбин гидроэлектростанций и др., применяются 
диффузорные насадки (ф.==|х=зО,45). Коноидальные насадки, об
ладающие высокими значениями коэффициентов скорости и рас
хода (ф=}х=0,97), используются для входных отверстий в гид
ротехнические сооружения.

Рис 8.3. Типы насадков.
а, б  —  цилиндрические н асадки  (внешний — 
н асад ок  В ентури и внутренний — н асад ок  Б ор
д а ) ; в, г  — конические насадки , сходящ иеся 
(конфузоры ) и расход ящ и еся  (ди ф ф узоры ); 
д  — коиоидальны й н асадок, имею щ ий форму 

вы текаю щ ей струи.
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§ 2. Истечение жидкости при переменном напоре

Рассмотрим особенности истечения жидкости из отверстий и 
насадков при переменном напоре, т. е. при изменении уровня в ре
зервуаре, из которого или в который происходит истечение жид
кости. В этом случае имеет место неустановившийся режим дви
жения жидкости, и потому уравнение Бернулли непосредственно 
применять нельзя. Тем не менее во многих случаях, допускающих

пренебрежение величиной задачу об истечении при пере-
c/t

менном напоре можно свести к решению, отвечающему устано
вившемуся движению.

Рассмотрим конкретный случай перелива воды из одного ре
зервуара в другой (рис. 8.4). Полное время истечения разделим

Р и с .  8 .4 . И с т е ч е н и е  п р и  п е р е м е н н о м  н а п о р е  п о д  
п е р е м е н н ы й  у р о в е н ь .

на бесконечно малые интервалы dt, в течение которых напор бу
дем считать неизменным, а движение установившимся. Это даст 
возможность использовать для каждого интервала dt  формулу 
установившегося движения. Определим время, необходимое для 
выравнивания уровней жидкостей в резервуарах. Эта задача яв
ляется весьма общей, так как в этом случае истечение происходит 
при одновременном изменении уровней в обоих сосудах. Резер
вуары соединены короткой трубой с площадью сечения ©. Пло
щадь зеркала воды в первом резервуаре равна Qi, а во втором 
Ог. В первоначальный момент времени разность уровней равня- 
лась.2 1 , в некоторый момент времени t она стала равной Zz (при 
напоре в первом резервуаре, равном Н±, и во втором Яа).

За промежуток времени dt  из первого резервуара во второй

вытекает через патрубок объем жидкости 2gzdt,  при этом 
уровень в первом резервуаре изменится на величину — dH\, а во 
втором —  на величину -\-dH2 . Очевидно, что объемы жидкости, 
вытекшей из первого резервуара (QidHi) и поступившей во вто
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рой резервуар (QzdHz), равны между собой; следовательно, 
можно написать

— Qj d H i  =  02 =  fA(fl ] / 2g-2 dt. (8.23)

Равенство z = H i  —  Я2 приводит к следующему соотношению 
между дифференциалами:.

dz  =  dH i  —  d H 2 .

Левые равенства формулы (8.23) позволяют написать

d H , =  - - ^ d H 2 .

Отсюда находим

и

Подставляя значение dHz в формулу (8.23), получаем

■ dz  —  ]xfsiy2gz dt.
Й1 +  2̂

Разделяя переменные, приходим к следующему виду диффе
ренциального уравнения:

d t = ^ --------------________-  dz. (8.24)

Интегрируя уравнение в пределах от О до i  и от Zi до г% при 
|д,=:const, получаем

«2
QjQj d z

J ^ l  +  ^2 У г
(8.25)

Эта формула позволяет вычислить время, необходимое для 
изменения разности отметок в двух резервуарах при переливе 
воды из одного в другой. Если резервуары цилиндрические, то 
Qi и Й2 являются постоянными и уравнение (8.25) принимает вид

(8.26)

в этом случае время полного выравнивания уровней (2 ==0 ) 
определится формулой

2Q,Q2yiT . 0.74
(Qi-fQ2)(.co/2T : ^
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§ 3. И стечение ж и дк ости  чер ез водосливы

Водосливом называется перегораживающая поток часть со
оружения, через которую происходит перелив жидкости с одного 
уровня на другой. Они имеют широкое применение в гидротех
нике, а также в гидрометрии, где используются для измерения 
расходов воды. Теория водослива лежит в основе гидравличе
ского расчета плотин и многих видов водоспусков.

V*//’ 7'7 /  /  /  7 77 -/ 7  /  / У  / / / /  /  

Рис. 8.5, Водослив с тонкой, стенкой.

Основными параметрами водослива являются следующие: 
ширина водослива 6, измеряемая по длине ребра (гребня) водо
слива, через которое переливается вода, напор Н  —  наибольшее

превышение горизонта воды перед водосливом над его гребнем 
(рис. 8.5) (напор измеряется на расстоянии не менее двух-трех 
Я от стенки водослива вверх по течению), ширина порога или 
толщина гребня А и форма его профиля.

По профилю водосливной стенки все водосливы можно разде
лить на три типа: водосливы с тонкой стенкой, водосливы 
практических профилей и водосливы с широким порогом.
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Перечисленные водосливы могут быть разделены на группы и по 
другим признакам. По характеру сопряжения струи с нижним 
бьефом водосливы подразделяются на незатопленные (рис. 8.5), 
когда уровень воды в нижнем бьефе не влияет на расход водо
слива, и затопленные (рис. 8.6), когда уровень нижнего бьефа 
оказывает влияние на расход воды через водослив, обусловливая 
его снижение. По расположению порога в плане различают: пря
мые водосливы, расположенные нормально к оси потока; косые, 
расположенные под углом к оси потока, и боковые водосливы, 
расположенные параллельно оси потока. Условия подхода потока 
к водосливу определяют отсутствие или наличие бокового сжа
тия, при котором ширина водослива Ь меньше ширины потока В.

По форме выреза в стенке водосливы с тонкой стенкой под
разделяются на прямоугольные, треугольные, трапецеидальные и 
криволинейные (параболические и радиальные) (рис. 8.7).

Выведем основную формулу расхода через тонкостенный неза- 
топленный водослив со свободной струей без бокового сжатия. 
Истечение через такой водослив можно рассматривать как пре
дельный случай истечения через большое отверстие, когда погру
жение его верхней кромки под уровень жидкости равно нулю 
(Я1=0). Как мы уже знаем, уравнение для определения расхода 
через большое отверстие имеет вид

Q =  (j,y'2g- b Y \ d h o  
я„,

(обозначения даны в § 1 настоящей главы).
Для случая истечения через водослив для верхней точки

имеем Но 1 = Vo

2g
, поэтому уравнение принимает вид

Q ^ ) x V 2 g  f bVh ,  dh,. (8.28)

■2s
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Формула (8.28) является основной для определения расхода 
через водослив. Без учета скорости подхода ио она записывается 
следующим образом:

я
Q ^ ^ Y 2 g  \ b Y J d h .  (8.29)

о

Для прямоугольного водослива 6=const; интегрирование 
уравнения (8.28) при этом дает

V 2 g (8.30)

В расчетных формулах скорость подхода воды к гребню во
дослива обычно учитывается коэффициентом расхода то. Полный 
же напор Яо в них заменяется статическим напором Я. В соот
ветствии с этим формула (8.30) для определения расхода через 
незатопленный водослив с тонкой стенкой без бокового сжатия 
может быть записана в виде

Q =  m ^ b Y 2 g  (8.31)

Для определения коэффициента расхода то существует ряд 
эмпирических формул; наиболее рациональной является фор
мула, рекомендованная в «Технических условиях и нормах про
ектирования гидротехнических сооружений. Гидравлические рас
четы водосливов» (ТУ и Н, 1952 г.),

Too =  0,402+ 0 ,0 5 4 ^ .  (8.32)

Здесь jOi — высота ребра водослива со стороны верхнего 
бьефа. Эта формула применима, если р 1 ^0 ,5 Я , причем Я ^

0,1 м.
Заметим, что в упомянутых указаниях учтены результаты ис

следований, выполненных отечественными учеными (А. Р. Бере
зинским, Д. И. Куминым, А. С. Офицеровым, М. Д. Чертоусовым, 
Р. Р. Чугаевым и др.), и даны рекомендации по расчету водосли
вов, получивших наибольшее распространение в практике гидро
технического строительства.

Расход через затопленный водослив с тонкой стенкой (рис. 8.6) 
определяется по следующей формуле:

(8.33)

Эта формула отличается от формулы для расхода через неза
топленный водослив (8.31) наличием коэффициента затопле
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ния а, определяемого по следующему эмпирическому соотноше
нию:

а =  1,05 1 + 0 ,2 п . (8.34)

в котором Лп —  высота подтопления, т. е. превышение уровня 
воды в нижнем бьефе над порогом водослива; z —  разность уров
ней в верхнем и нижнем бьефах; р —  высота ребра водослива 
со стороны нижнего бьефа..

Следует иметь в виду, что водослив считается затопленным 
в том случае, если уровень в нижнем бьефе стоит выше гребня 
водослива Лб>р и сопряжение переливающейся струи с уровнем 
нижнего бьефа происходит в форме надвинутого прыжка. При 
сопряжении в виде отогнанного прыжка уровень в нижнем бьефе 
не оказывает влияния на истечение через водослив. Опыты Ба
зена показали, что при истечении через прямоугольный водослив 
отогнанный прыжок образуется при относительной величине пере-

Z
пада — превышающей 0,7. Обозначения z и р показаны на 

Р
рис. 8.6. Более полно и точно условие затопления определяется 
на основании теории гидравлического прыжка.

Если ширина ребра водослива Ь меньше ширины подводя
щего канала В, то переливающаяся через водослив струя испы
тывает боковое сжатие. В результате этого происходит снижение 
величины расхода через водослив. Коэффициент расхода через 
водослив с боковым сжатием определяется по следующей эмпи
рической формуле:

0Д05 -  0 ,0 3 0 -^^^

X
я

X

р\) (8.35)

Рассмотрим теперь вывод формулы для расхода воды через 
треугольный водослив с тонкой стенкой, который имеет вырез 
в форме обращенного вершиной вниз равнобедренного треуголь
ника с углом а. Ширина отверстия водослива меняется с глуби
ной по зависимости

b =  2 a { H ~ h ) , (8.36)

а
где a = tg -

Пренебрегая скоростью подхода, что допустимо, когда подход
ной канал к водосливу достаточно широк и глубок, подставим
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в уравнение (8.29) значение ширины водослива Ь по фор'муле 
(8.36)

н  н
H \ V h d h - \  dh

Выполнив интегрирование, находим

Q  =  А  fxa 1 / 2 Г  -  4 -  \ х а

откуда окончательно получаем

Q =  (8.37)

При небольших напорах (от 0,05 до 0,25 м) коэффициент рас
хода (X в среднем равен 0,6. Если при этом а=90° и соответственно

tg -^ = = l,  то формула для определения расхода принимает вид

Q =  (8.38)

Треугольные водосливы с тонкой стенкой имеют широкое при
менение в гидрометрической практике, так как позволяют произ
водить измерения расхода с высокой точностью в весьма широ
ком диапазоне, включая и очень малые расходы. По той же 
причине такие водосливы применяются в гидравлических лабора
ториях.

Трапецеидальные водосливы с тонкой стенкой применяются 
для измерения расходов в ирригационных каналах, при этом наи
большее распространение получили водосливы с коэффициентом

откоса боковых стенок tg (рис. 8.7).

Рассматривая трапецеидальный водослив как совокупность 
прямоугольного и треугольного водосливов, можем записать сле- 
дуюшую формулу для определения расхода через него;

Q =  - |- [л й l/^ Я ^ '^  +  4 'M g p K 2 'F  (8.39)

При t g | 3 = , получим

^ 3  I 15

Чиполетти показал, что при tg p = = -^  влияние бокового сжа

тия компенсируется наклоном боковых граней, и дал очень про- 
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стую формулу для определения расхода через трапецеидальный 
водослив

Q =  (8.40)

Эта формула применима для незатопленного водослива со сво
бодным доступом воздуха под струю. Ширина водослива понизу 
должна быть не меньше тройного напора, т. е. 6 ^  ЗЯ.

Параболический водослив с вырезом по параболе второй сте
пени х ^ = 2 р у  (рис. 8.7) характеризуется устойчивостью коэффи
циента расхода и простотой расчетной формулы

Q =  k H \  (8.41)

Коэффициент расхода k зависит от очертаний водослива, оп
ределяемого параметром р, и находится путем тарировки.

б)

Рис. 8.8. Водослив практического профиля. 
а —  иезатопленны й, б — затопленны й.

Теперь рассмотрим водосливы практического профиля 
(рис. 8.8), которые широко используются в гидротехнике. В за
висимости от назначения сооружения водосливы могут иметь раз
личные очертания профиля: криволинейное, прямоугольное, по
лигональное и др. Наибольшее распространение получили водо
сливы с криволинейным профилем, очерченным по форме 
переливающейся струи. К этому типу водосливов относятся водо
сливные сооружения плотин многих крупных и средних ГЭС.

Основная формула для определения расхода через незатоп- 
ленный водослив практического профиля аналогична формуле 
для водослива с тонкой стенкой. В практических расчетах необ
ходимо учитывать скорость подхода к водосливной плотине и бо
ковое сжатие струи, поэтому формула записывается в следующем 
виде:

Q ^ B m b V ^  (8.42)

Значение коэффициента расхода т  зависит от очертания про
филя водослива, величины напора и пр. При ориентировочных 
расчетах для водосливов криволинейных профилей можно
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принимать m = 0,45-^0,49, а для водосливов прямоугольного и 
полигонального профилей т — 0,40-^0,43.

Коэффициент бокового сжатия s можно определять по фор
муле Е. А. Замарина

: =  1 —  а Но
щ  + ь (8.43)

где а —  коэффициент, учитывающий форму устоев или быков, 
между которыми расположен водослив. Для быков прямоуголь
ной формы а — 0,2, для овальной или заостренной формы а =  0,1, 
для быков особенно удобообтекаемой формы а=0,06.

Определение расхода через затопленный водослив практиче
ского профиля производится по формуле (8.42), в которую вво
дится коэффициент затопления a C l .  Расчетная формула приоб
ретает вид

Q ^ o z m b Y W  (8-44)
Водослив практического профиля затоплен, если кб >  р.

<  0,7 и
fig
н

>:0,4.

Численные значения а определяются в зависимости от вели-
/1п*

чины относительного затопления, выражающегося дробью —г—
п

(табл. 8.1, обозначения см. на рис. 8.8). При необходимости более 
точного определения коэффициентов расхода, бокового сжатия 
и затопления следует пользоваться упомянутыми выше ТУ и Н 
(1952 г.), в которых приведены расчетные формулы, таблицы и 
графики этих величин.

Таблица 8.1

Значения коэффициента затопления а  водослива 
практического профиля криволинейного очертания

Н а 1 К
н а

0 ,1 1 ,00 0 ,8 0 ,7 9
0 ,4 0 ,9 9 0 ,9 0 ,5 8
0 ,6 0 ,9 6 0 ,9 5 0,41
0 ,7 0 ,91 1 ,0 0 ,0 0

При выборе методики расчета коэффициентов /п, s и а для 
водосливов практического профиля необходимо предварительно 
установить наличие или отсутствие вакуума между поверхностью 
профиля водослива и переливающейся через нее струей. Заме
чено, что наличие вакуума под струей на гребне водослива не
сколько увеличивает нагрузку на плотину. В связи с последним
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обстоятельством в гидротехнической практике обычно предпочи
тают водосливы безвакуумного профиля.

Большое практическое применение имеют так называемые 
водосливы с широким порогом (правильнее было бы сказать 
с длинным порогом) —  это водосливы прямоугольного профиля, 
когда длина порога б оказывается в 2— 3 раза больше напора Я 
(рис. 8.9).

Рассмотрим движение жидкости через незатопленный водо
слив указанного типа без бокового сжатия. Основной особен-

Vo О

Р и с .  8 .9 . В о д о с л и в ы  с  ш и р о к и м  п о р о г о м . 
а — незатопленны й, б —  затопленны й.

ностью незатопленного водослива с широким порогом является 
наличие двух перепадов уровня переливаюшейся жидкости: од
ного при входе на водослив, другого —  на выходе с водослива. 
Между этими перепадами жидкость течет по горизонтальному 
порогу и уклон ее поверхности близок к нулю.

Запишем уравнение Бернулли для сечения О— О, расположен
ного перед водосливом до снижения горизонта и сечения 1— 1 
на пороге водослива (рис. 8.9 а).  За плоскость сравнения примем 
плоскость А — А,  совпадающую с горизонтальной плоскостью 
порога

^  +  А ^ о -1  •2g
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Здесь A/io-i —  потери напора, затрачиваемые на преодоление 
сопротивления на участке между сечениями О— О и 1— /; осталь
ные обозначения указаны на рис. 8.9.

Принимаем

Д^о-1 =  С* " 2 7  ’

где —  суммарный коэффициент потерь.
2

Заменив сумму Н  полным напором Яо, получим

=  27 (® +  *’ *)■

Отсюда находим скорость на пороге водослива

> а +

Обозначив  ̂ .. -  = < ( 1  (где ф —  коэффициент скорости),
1 ^  +  и

получим выражение для расхода воды через водослив

Q  =  coi®i =  co (p |/'2 g -(^ o  — Aj ) ,  ( 8 .4 5 )

где coi —  площадь живого сечения на пороге водослива.
Для прямоугольного водослива (Oi=bhi, поэтому

Q =  f b h , V 2 g ( H , - h , ) .  (8.46)

Для определения расхода по формуле (8.46) необходимо 
знать, кроме ширины водослива Ь и напора Яо, глубину на по
роге hi и коэффициент скорости ф., который зависит от формы 
передней грани порога и шероховатости.

Для удобства расчета формулу (8.46) можно преобразовать, 
обозначив hilHQ=k,  тогда

V 2 g { \ ~ k )  .

Обозначив ф^У1— fe=m  (где m —  коэффициент расхода), 
получаем такую запись расчетной формулы для незатопленного 
водослива с широким порогом:

Q =  m b Y 2 g - H o - ,  (8.47)

или в более сокращенной форме

Q =  M b ^ \  (8.48)

где М = т  i 2 g .
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Как видим, формула для расхода через водослив с широким 
порогом имеет ту же структуру, что и формула для тонкостенного 
прямоугольного водослива.

Коэффициент расхода т  зависит от формы входного ребра 
порога, шероховатости порога, соотношения между напором Я и 
высотой порога р, а также от некоторых других факторов. Чис
ленные значения коэффициентов ф, m и М даны в табл. 8.2.

Таблица 8.2

. Коэффициенты ф, m и М незатопленного водослива 
с широким порогом

Описание порога водослива

Весьма обтекаемая фор
ма входной части по
рога при весьма плав
ном подходе . . . .

П орог с закругленным  
входным ребром . .

П о1>ог без закругленно
го входного ребра . .

Порог без закругления, 
неровный, сильно ше
роховатый вход . .

0,95

0,94

0 ,90

0,85

0,36

0 ,35

0 ,33

0 ,30

м

1,60

1,55

1,48

1,33

Другой метод решения задачи о водосливе с широким поро
гом рассмотрен в работах Буссинеска и Бахметева. Этот метод 
основан на том, что глубина h на водосливе с широким порогом 
должна быть критической. В соответствии с теорией неравномер
ного движения в этом случае и все другие элементы движения 
должны быть критическими и связаны с расходом следующим 
уравнением:

“ к Q2
g

Для случая прямоугольного сечения русла на пороге получаем

Q = b Y g f i i ,
где Ь —  ширина водослива.

Не останавливаясь на ходе решения, укажем, что в результате 
получается та же самая зависимость для расхода, которая полу
чена выше иным путем, а именно зависимость (8.46).

При затопленном водосливе (рис. 8.9 б) глубина на пороге 
будет

h =  h ^ - р.
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Здесь кб —  глубина в нижнем бьефе, р — высота ребра водо
слива со стороны нижнего бьефа.

Подставив в формулу (8.46) величину h вместо hi, получаем

Q =  ^ b h V 2 g ( H o - h ) .  (8.49)

Исследования Р. Р. Чугаева показали, что водослив с широ
ким порогом следует считать затопленным, если высота подтоп
ления

где коэффициент ^i — «критерий подтопления» находится в пре
делах 0,75 ^  /21 0,85.

Следует иметь в виду, что приведенные выше зависимости до
вольно грубо оценивают движение потока через водослив с широ
ким порогом. Если ширина водослива 6 меньше ширины подводя
щего канала В, то в формулы для определения расхода через 
водослив с широким порогом необходимо вводить коэффициент

бокового сжатия е=, — где йс —  ширина сжатого сечения, Ь —
о

ширина водослива. Коэффициент 8 можно определить по фор
муле (8.43). Уточненные значения коэффициентов для расчета 
)асхода через водосливы с широким порогом приведены в ТУ и 
Н (1952 г.).

Формулы для определения расхода через водослив с широким 
порогом при учете бокового сжатия используются для расчета 
отверстий плотин, малых мостовых отверстий, водоспусков, шлю
зов-регуляторов ирригационных каналов и других гидротехниче
ских сооружений, в число которых входят и сооружения, не имею
щие порога, возвышающегося над дном подводящего канала, 
В последнем случае напор перед отверстиями образуется в ре
зультате бокового сжатия потока устоями, или быками.

Исследования показали, что с гидравлической точки зрения 
движение воды через такие отверстия аналогично истечению че
рез затопленный водослив с широким порогом. Коэффициент 
бокового сжатия е принимается таким же, как и для водосливов 
с широким порогом.

При расчете отверстий малых мостов исходной величиной яв
ляется наибольшая скорость течения под мостом, допустимая 
с точки зрения прочности сооружения. В соответствии с этим 
расчетным формулам придается иной вид, позволяющий непо
средственно определить габариты отверстий моста, обеспечи
вающие пропуск расчетного расхода при принятой предельно 
допустимой скорости течения.

Расчет труб под малыми мостами или дорожными насыпями 
выполняется в зависимости от размеров труб и предполагаемого 
характера течения в трубе (напорное или безнапорное) по фор
мулам истечения из отверстий ИЛИ формулам водосливов.
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§ 4. И стечение ж и дк ости  и з-п о д  щ ита

Для регулирования сброса воды через гидротехнические со
оружения отверстия последних перекрывают щитами. В зависи
мости от расположения щитов различают следующие типы щито
вых отверстий: щитовое отверстие перед перепадом, щитовое 
отверстие на широком пороге, щитовое отверстие на гребне водо
слива и щитовое отверстие без перепада (в горизонтальном ка
нале). В трех первых типах отверстий, характеризующихся нали
чием перепада, горизонт воды в нижнем бьефе обычно не влияет 
на истечение струи из-под щита и расчет ведется по формулам 
истечения через большие отверстия.

Рассмотрим истечение через щитовое отверстие в горизонталь
ном лотке (рис. 8.10). Если горизонт воды в нижнем бьефе стоит 
ниже верхней кромки отверстия и не влияет на истечение струи, 
происходит свободное истечение. Если горизонт нижнего бьефа 
оказьшает влияние на истечение, последнее называется несвобод
ным. При этом следует различать случаи затопленного и подтоп
ленного истечения.

Остановимся вначале на свободном истечении (рис. 8.10 а). 
При неполном поднятии щита вытекающая из-под него струя ис
пытывает сжатие в вертикальном направлении, при этом глубина 
в сжатом сечении hc — &'a, где а —  высота отверстия, е' —  коэф
фициент сжатия, зависящий от относительного открытия щита

и изменяющийся от 0,62 до 0,70.
п

Обозначив полный напор (с учетом скорости подхода) в сече
нии перед щитом через Яо, глубину в сжатом сечении через he и 
применив к этим двум сечениям уравнение Бернулли, получим 
следующее выражение для скорости воды в сжатом сечении;

^с=='рК2^(Яо-Ле).  (8.50)

Поскольку щитовые отверстия имеют обычно прямоугольную 
форму, площадь сжатого сечения a)c~hcb — e'ab.  Формула для 
определения расхода записывается в следующем виде:

Q ^ f B ' a b y 2 g ( H o - e ' a ) ;  (8.51)

для щитового отверстия без порога ф=0,85.
Перейдем к рассмотрению несвободного истечения из-под 

щита. При подтопленном истечении глубина непосредственно 
за щитом hz оказывается больше he, но меньше, чем глубина йб 
в отводящем канале (на рисунке этот случай не показан). Расход 
определится перепадом между уровнями воды перед щитом и не
посредственно за щитом и вычисляется по формуле

Q =  МЬа V 2g {Но -  h^) . (8.52)
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Величина hz находится по заданным значениям Но, h^ я а 
по формуле

hz =  Y h l - M [ H o - - ^ )  +
м

где

OCVo

б)
a v o

- Г Г / 2 У

-
Но Н кб

h с
ч\\5\Ч'̂ \'г̂ .'̂ г!чЧЧДЧЧ

Рис. 8.10. Истечение жидкости из-под щита в горизонтальном лотке.
с  — свободное, б — затопленное (на рис. «б» пунктиром п оказан  вид струн при свобод

ном истечении на участке от щ ита до сж атого сечения сс).
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При затопленном истечении (рис. 8.10 б) глубина за щитом 
равна глубине в отводящем канале {кг=Ы)\  формула для опре
деления расхода принимает вид

Q =  < ^ b a V 2 g { H o - h ^ ) .  (8.53)

На примере истечения из-под щита кратко рассмотрим основ
ные формы сопряжения бьефов. Выше отмечалось, что при истече
нии из-под щита струя испытывает сжатие. Глубина в сжатом се
чении обычно меньше критической глубины (/гс<йк), поэтому 
в сжатом сечении поток находится в бурном состоянии. Если 
в нижнем бьефе уклон дна меньше критического, то на некото
ром расстоянии от сооружения бытовая глубина будет больше 
критической (/1б>Лк) и поток будет находиться в спокойном со
стоянии.

Нам уже известно, что переход от бурного режима к спокой
ному происходит через гидравлический прыжок (см. главу V II). 
Минимальную глубину в сжатом сечении можем рассматривать 
как первую сопряженную глубину (/г  ̂ ) потока перед прыжком.
По этой глубине может быть определена и вторая сопряженная 
глубина за гидравлическим прыжком. Различают три ос
новных типа сопряжения бьефов: с отогнанным прыжком, с на
двинутым прыжком и с затопленным прыжком.

Отогнанным прыжком называется такая форма сопряжения, 
при которой прыжок располагается на некотором расстоянии 
от сжатого сечения. Этот случай имеет место, если вторая сопря
женная глубина больше бытовой глубины Hq, устанавливаю
щейся в нижнем бьефе. При этом на участке от сжатого сечения 
С — С с глубиной he до сечения 1— 1 с глубиной Л' формируется
кривая подпора, которая заканчивается прыжком, сопрягающим 
две взаимные глубины /г' и h& (рис. 8.10 а).

Надвинутым прыжком называется такая форма сопряжения, 
когда прыжок образуется непосредственно у сжатого сечения и 
сопрягает глубины h^ и Н̂ . Этот тип сопряжения имеет место при

= /i6  (на рис. 8.10 не показан).
При затопленном прыжке сжатое сечение затопляется и глу

бина в нем равна бытовой глубине h c = h s  (рис. 8.10 б). Этот тип 
сопряжения имеет место при h^^<.h^. С гидротехнической точки
зрения затопленный прыжок является наиболее благоприятным 
типом сопряжения, так как при этом в отводящем канале не об
разуется значительных скоростей, требующих прочного крепле
ния русла. Неблагоприятным в этом отношении является отогнан
ный прыжок, при котором на всей длине отгона прыжка возни
кают весьма значительные скорости.
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НЕРАВНОМЕРНОЕ ТЕЧЕНИЕ В РЕКАХ И МЕТОДЫ 
РАСЧЕТА СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ

§ 1. Основные зависимости, используемые при изучении 
неравномерного течения в реках

В главе I указывалось, что неравномерный режим течения) 
является характерным для речных потоков, русло которых отли
чается значительными изменениями поперечного сечения и ук
лона по длине. В связи с этим короткие участки рек, как правило,, 
должны изучаться при использовании зависимостей, учитываю
щих неравномерность течения.

В отношении больших участков рек в указанной главе отме-- 
чалось, что при обычном чередовании уменьшений и увеличений 
поперечного сечения русла течение на них может рассматри
ваться как равномерное. К категории неравномерного движения 
речного потока были отнесены случаи односторонних изменений 
по длине потока скорости течения, средней глубины, площади 
сечения и уклона. Такие односторонние изменения наблюдаются 
в зоне влияния плотины, где имеет место явно выраженное за
медленное течение, а свободная поверхность принимает форму 
кривой подпора. То же явление образования подпорной кривой 
имеет место на реке при ее слиянии с другим потоком, на кото
ром в данный момент проходит паводок, или при ее впадении 
в водоем, в период повышенного уровня в последнем. Ускоренное 
течение с формированием кривой спада наблюдается на реке, 
впадающей в водоем, уровни которого в рассматриваемый 
период оказываются ниже обычного. Кривая спада образуется 
на реке в период паводка, если она впадает в реку на участке,, 
находящемся ниже регулирующего сток водохранилища.

Задачи о расчете неравномерного движения речных потоков- 
сводятся к расчету кривых свободной поверхности. Получив 
такие кривые, можно легко найти все необходимые величины,, 
характеризующие гидравлику потока на любом профиле в преде
лах охваченной расчетом части реки. Расчет (или,^ как говорят,, 
построение) кривой сво'боДнои поверхности является основой 
гидравлических расчетов'неравнбмёрного

РечнШ'ТОтоки всегда имеют русло’ ширина которого во много- 
раз превышает глубину, поэтому в гидравлических уравнениях, 
применяемых к таким потокам, гидравлический радиус R  заме
няется средней глубиной Яср.

Уравнение неравномерного движения речного потока записы
вается в виде

/ ___/9 1)dx\ 2g j  +  С2Яер •

Г л а в а  I X
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Уклон водной поверхности /  можно выразить через разность 
отметок Ag водной поверхности в двух створах, находящихся на 
расстоянии Ах друг от друга, т. е. написать

/ = - Ах

Уравнение неравномерного движения для участка реки дли
ной Ал: приобретает вид

=  +  (9.2)

Предполагается, что последний член уравнения учитывает 
как линейные, так и местные потери напора. Местные потери, 
обусловленные чередованием сужений и расширений русла, ока
зываются учтенными путем использования соответствующих зна
чений коэффициента шероховатости п  в формуле Маннинга

(9.3)

в таблице значений п, составленной М. Ф. Срибньш (см. 
главу П1), приближенно учитываются именно линейные и мест
ные сопротивления по характеристике русла реки, степени его 
неровности, извилистости и т. д. Цри составлении этой таблицы 
величины п вычислялись по гидравлической формуле по данным 
измерения уклона, расхода и площади поперечного сечения реки, 
ее ширины, средней глубины русла. Получение различных значе
ний п для различных видов русла обнаруживает влияние на со
противление потока как собственно шероховатости русла, так и 
особенностей его формы. Разумеется, эти особенности учиты
ваются не всегда достаточно полно.

В формулах, учитывающих связь п  только с зернистой шеро
ховатостью (например в формуле Штриклера), особенности 
формы русла вовсе не учитываются. Тем не менее во многих слу
чаях применение такого рода формул дает удовлетворительный 
результат. По-видимому, можно считать, что линейные потери 
напора в речных потоках часто оказываются преобладаю
щими.

Если в расчетах применяются значения коэффициентов шеро
ховатости п, полученные по данным непосредственных измерений 
при использовании формулы

« =  -----. (9.4)

то МОЖНО быть уверенным, что для условий, не очень отличаю
щихся от тех, при которых произведено измерение входящих
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в формулу (9.4) величин, будут учтены как линейные, так и мест
ные потери напора.

При построении кривых свободной поверхности уравнение не
равномерного движения относят к достаточно большим участкам 
длиной Ах, выражающейся для крупных рек километрами и де
сятками километров. Эти участки будем называть расчетными 
участками.

На протяжении расчетных участков имеет место заметное, 
а иногда и значительное изменение отметок свободной поверх
ности. В то же время относительное изменение живой силы ока
зывается небольшим даже в условиях неравномерного движения. 
Поэтому обычно при построении кривых свободной поверхности 
речных потоков изменением живой силы пренебрегают, а урав
нение движения записывают следующим образом:

(9.5)ст.ср

или

где К  —  модуль расхода, определяемый формулой

/С =  « е р С с р /^ ,

В которой сосрСср и Яср —  средние значения площади попереч
ного сечения, коэффициента Шези и глубины на участке реки 
длиной Ах.

На первый взгляд может показаться странным, что уравне
ние (9.6), совпадающее с уравнением равномерного движения, 
способно отражать особый характер неравномерного течения 
в речном потоке и может быть применено для построения кривых 
подпора и спада. Если, однако, рассмотреть свойства этого урав
нения, то легко заметить, что, приняв в нем Q=const (как это и 
делается при построении кривых свободной поверхности в слу
чае установившегося режима), получаем следующую взаимосвязь 
между уклоном свободной поверхности /  и модулем расхода;

//C2 =  Q2 =  const.

Для случая равномерного режима течения содержащиеся 
в левой части равенства величины I  я К  могут быть помечены 
индексами «О», указывающими на то, что величины являются 
нормальными и при этом I = i  (t —  уклон дна). Очевидно, это бу
дет предельным случаем.

При неравномерном режиме в зоне подпора К  всегда больше, 
чем Ко, поэтому /  <  /о. Перемещаясь, например, от плотины
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вверх по течению, мы будем получать все меньшие, и меньшие 
значения К, в связи с чем величины /  будут возрастать. Такое 
возрастание будет продолжаться до тех пор, пока на определен
ном расстоянии от плотины уклон /  не окажется практически 
равным /о, т. е. течение будет равномерным.

Уравнение (9.6) используется как основное в практике по
строения кривых свободной поверхности речных потоков. Следует 
заметить, однако, что в некоторых особых случаях для этой цели 
используется и полное уравнение неравномерного движения 
(9.2), в котором учитывается изменение кинетической энергии по 
длине потока.

Уклон свободной поверхности может быть выражен как через 
разность отметок Д ,̂ так и через падение свободной поверхности

Аг, которое принимается положительным при снижении уровня 
по длине реки. Таким образом, можно написать

(9.7)

где —  отметка свободной поверхности в начале расчетного- 
участка длиной Ах, —  то же в конце участка.

Формулу (9.6) можно записать следующим образом:

(9.8)

или
A2 =  FQ2. (9.9)

Это —  основная расчетная формула, используемая для пост
роения кривых свободной поверхности рек. В ней принято

А х (9.10)

где F —  модуль сопротивления, являющийся функцией среднего- 
уровня на расчетном участке реки длиной Ах. Средний уровень
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на участке будем обозначать через (рис. 9.1), он вычисляется 
по формуле

=  (9.11)

-или

=  +  (9.12)

Уровень в начале участка определяется следующим образом;

Сн =  С, +  Д2. (9.13)

В основе методов построения кривой свободной поверхности 
лежит постулат инвариантности модуля сопротивления, согласно 
которому модуль сопротивления не зависит от уклона (или, 
иначе, от падения), а полностью, определяется средним уровнем 
воды на расчетном участке. Этот постулат основан на данных 
натурных наблюдений.

§ 2. Основной метод построения кривых свободной поверхности 
речных потоков (метод А. Н. Рахманова)

Остановимся сперва на подготовке исходного материала 
к построению кривых свободной поверхности речных потоков. 
Подготовка заключается в следующем. Река делится на расчет
ные участки (по плану и продольному профилю). Для каждого^ 
расчетного участка находится осредненный типовой поперечный 
профиль и измеряется длина участка Ал: при разных уровня:^ , 
ЙзЪерениё~'Ал;"¥ройзводится^ вд русла,' а 1!;л’Я~'ВЖшких' уров-’ 
ней —  вдоль ориентировочного положения динамической, оси 
потока.

Осредненный поперечный профиль находится путем совмеще
ния на одном чертеже двух профилей и вычерчивания для них 
одного осредненного, который должен удовлетворять следующим 
требованиям: иметь площадь поперечного сечения, ширину и ма
ксимальную глубину соответственно равными средним значениям 
этих величин для совмещенных профилей. Осредненный профиль 
должен сохранять основные типичные черты формы совмещен
ных профилей. Средние из каждых двух профилей вновь совме
щаются по два и опять осредняются. Такая операция продол
жается до тех пор, пока не будет получен один осредненный ти
повой профиль для всего расчетного участка.

Наложение поперечных профилей на чертеж при осреднении 
необходимо производить путем совмещения горизонтальных ли
ний, отвечающих уровням бытовой свободной поверхности реки 
на этих профилях. Бытовыми называют те характеристики по-
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тока, которые относятся к его естественному, бытовому режиму, 
еще не зарегулированному. При наличии достаточных данных 
о-продольном профиле поверхности реки выбирают продольный 
профиль, отвечающий среднему годовому значению расхода воды.

Средний поперечный профиль считается отнесенным к сере
дине расчетного участка, где, как указывалось, значения уровня 
считаются средними для участка и обозначаются через ^*; при

этом принимается (?н +  ?к)- По осредненному попереч

ному профилю каждого расчетного участка находятся при раз
ных уровнях значения со. В, Яср и С; эти величины представля
ются в виде таблиц как функции среднего уровня на участке. При 
вычислении коэффициента Шези С используются значения коэф
фициента шероховатости п, найденные путем расчета по данным 
измерений, выполненных для бытового состояния реки, при от
сутствии таких данных —  по таблицам Срибного.

Рис. 9.2. Схема располо
жения расчетных участ
ков при построении кри

вых подпора.

Нумерацию расчетных участков при построении кривой под
пора' удобно производить от плотины вверх по реке, а начало и 
конец участков принимать,в направлении течения. Таким обра
зом, расчетный участок I  будет непосредственно примыкать 
своим концом к плотине, а начало его будет совпадать с концом 
расчетного участка I I  и т. д. (рис. 9.2).

Имея для каждого расчетного участка реки значения со, Яср 
и С для разных уровней ^*, вычисляют для тех же уровней функ
цию модуля сопротивления F по формуле (9.10), которую можно 
записать так:

' (9.14)F- с ы т ,ср

Для каждого участка строят графики функции F (I*) 
(рис. 9.3). На этом заканчивается подготовка к построению кри
вых свободной поверхности.

Переходим к изложению предложенного А. Н. Рахмановым 
метода построения кривых свободной поверхности рек.
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Расчет выполняется для заданного расхода реки Q и,задан
ного уровня в конце нижнего по течению расчетного участка. 
Если речь идет о построении кривой подпора от плотины, то ко
нец нижнего (/) расчетного участка, как указывалось, должен 
совпадать со створом плотины. Расчет и построение кривой сво- 
'бодной поверхности всегда выполняется снизу вверх по реке, т. е. 
против течения. Вычисления ведутся методом подбора. Имея 
заданное значение для расчетного участка 1, принимаем про
извольно величину на этом участке и снимаем с соответствую
щего графика функцию F. Подставляя значение F в формулу

еаходим Az и проверяем по равенству

Рис. 9.3: Графики модуля сопротивления для 
расчетных участков.

правильно ли принято значение ^*. Если получилось различие 
между первоначально принятым и вычисленным ^*, то расчет 
повторяем, снимая F с графика уже при новом (вычисленном) 
значении ^*. Таким образом, подбором добиваемся схождения 
принятого и вычисляемого значения ^*. Одновременно находим 
и значение падения Az.

После этого следует вычислить отметку в начале расчетного 
участка по формуле

Найденная отметка в начале расчетного участка /  является 
отметкой в конце участка II, т. е. ^k i i  =  Zh i , поэтому оказы
вается возможным произвести расчет для участка II.  В таком 
же порядке продолжается расчет для всех остальных расчетных 
участков.

216



§ 3. М етоды  построения кривых св ободн ой  поверхности , 
п р едл ож ен н ы е Н. Н. П авловским  и Н. М. В ернадским

Неудобство метода Рахманова заключается в необходимости 
использования способа подбора. Поэтому многие авторы изучали 
возможность усовершенствования метода, стараясь придать ему 
такой вид, при котором расчет можно было бы выполнить без- 
подбора. Наиболее известными из таких методов являются ме
тоды Н. Н. Павловского и Н. М. Вернадского.

Рассмотрим метод Павловского. Построим для расчетного» 
участка реки график модуля сопротивления (рис. 9.4).
Очевидно, что длина отрез
ка ВС, показанная на рисун
ке, равна модулю сопротив
ления, т.е. B C =F.  Отложим 
на оси ординат вверх и вниз

от точки с  отрезки ——  и

обозначим концы этих от
резков соответственно и 
к̂. Соединив точки и с 

точкой В, получим две линии, 
образующие с горизонталь
ной прямой ВС  угол ф. Оче
видно, что н̂ — ?к =  А2. Вво
дя тангенс угла ф, пишем

-у- =  5С tg ср =  F  tg ср. 

Отсюда находим
Аг

В С
=  ^  =  2tgcp. (9.15>

Подставляя сюда A z — FQ^, приходим к формуле, позволяю
щей вычислить угол ф по его тангенсу

tg f  =  ̂ -  (9.16>

Поскольку зависимость (9.16) используется для построений 
на чертеже, она должна быть дополнена масштабами изображен
ных величин. Зависимость принимает вид

■ (9.17>

где а — масштаб уровня (1 с м = а м ) ,  Ь —  масштаб F (1 сж = 
=  Ь сек^!м^).

Формула (9.17) используется при построении кривых свобод
ной поверхности. Начертив график F{^*) в масштабах а и 6 для:
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расчетных участков реки, откладываем на ординате графика, 
относящегося к расчетному участку /, значение к̂, вычисляем 
tg 9  по формуле (9.17) при использовании заданного значения Q, 
откладываем угол 'ф (рис. 9, 4) и находим точку В\ откладывая

далее от линии ВС  угол ф, как показано на рисунке, получаем 
искомую величину для участка I. Найденная отметка яв
ляется одновременно Для следующего I I  расчетного участка. 
Переносим эту отметку на чертеж /^(^*) участка I I  и повторяем 
указанные выше операции.

В такой же последовательности выполняем построения и для 
остальных участков. Если чертежи для участков построены в раз-

X*

Рис. 9.5. Построение кривой свободной поверхности реки по 
м етоду Н. Н. Павловского.

личных масштабах, то это учитывается при определении tgф 
путем использования особых значений а и Ь.

Особенно удобен метод Павловского, когда на одном чертеже 
удается в одном масштабе начертить графики модуля сопротив- 
.ления всех расчетных участков рассматриваемой части реки. 
-Схема построения по Павловскому одновременно для несколь
ких участков изображена на рис. 9.5. Исходным значением, как 
•и прежде, является уровень в конце участка I  (обозначен ^к/), 
например, у плотины; расчет ведется для постоянного расхода Q.

Переходим к изложению метода Вернадского, который ниже 
именуется методом опорных кривых.

Вместо графика модуля сопротивления F (I*) можно по- 
•строить график обратной величины '‘F(Q, определяемой равен- 

' ством (индекс * при  ̂будем опускать)

1 - =
1 (9.18)
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н о  мы  з н а е м , ч то

поэтому можно написать

Дг
Q2

Q2
Аг (9 .1 9 )

График этой величины изображен на рис. 9.6. Заштрихован
ная на рисунке площадь определяется таким выражением:

(9 .2 0 )

Нетрудно видеть, что равенство (9.20) основано на формуле 
площади трапеции. Эта площадь равна произведению высоты 
трапеции на ее среднюю линию.

Рис. 9.6.

Итак, площадь, заключенная между графиком функции 'ф( )̂. 
и осью ординат I  на отрезке Аг, равна квадрату расхода. Теперь 
построим интегральный график функции ф(^). Для этого всю 
площадь, заключенную между графиком г|з( )̂ и осью ординат, 
делим горизонтальными прямыми на частные площади (рис. 9.7),. 
которые определятся равенствами:

(9.21 >

По частным площадям Qi строится интегральный график пу-
г .

тем их суммирования от О до i -того значения (2^Qi) (рис. 9.8).
о
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Рис, 9,7,

Рис, 9,8. Построение опорной кривой.

Рис. 9.9. Опорная кривая и ее применение 
.для построения свободной поверхности по 

методу Н. М. Вернадского.



Этот интегральный график Вернадский назвал опорной кривой 
и ввел для него обозначение Ф(0.  т. е. принял

I
0 ( g = 2 ^ -  (9-22)

По опорной кривой можно найти квадрат расхода воды, 
а стало быть и расход по заданной разности отметок и
на рассматриваемом участке реки. Можно решить и обратную 
задачу: по заданной отметке в конце участка и расходу воды 
найти отметку в начале участка (рис. 9.9).

Рисунок показывает, что

Q2 =  s =  0 ( g - 0 ( C j ,

т. е. квадрат расхода на участке реки равен разности значений 
опорной кривой, снятых при отметках уровня в начале и в конце 
участка. Расчетная формула записывается в виде

Q^ =  Ф i Q - Ф i Q ■  (9.23)

При построении кривой свободной поверхности вычерчивают 
для всех расчетных участков опорные кривые. Задаваясь расхо
дом воды и отметкой в конце участка к̂, находим н̂- Такую опе
рацию проделывают для всех расчетных участков, двигаясь от 
участка I  вверх по реке.

§  4. П остр оен и е св ободн ой  п овер хности  при уч ете поймы  
и би ф ур к ац и и  р у с л а

Рассмотрим случай бифуркации русла. Положим, что на рас
четном участке реки русло разделяется на два рукава: а я Ь 
(рис. 9 .1 0 ). Длины этих рукавов между начальным и конечным 
поперечниками соответственно равны А ха  и Ахь .  Падение на всем 
участке равно Дг, причем Az=^h— ?к. Падение для обоих рука
вов общее, а уклоны на них будут разными, так как длины их 
различны

/  =  I  = - ^
« Аха ’ Ахь '

Полный расход воды Q складывается из расходов двух ру
кавов:

Q =  Qa +  Q.- (9.'24)
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Расход в каждом рукаве реки можно выразить через произве
дение модуля расхода К  на корень квадратный из уклона, т. е. 
написать:

(9.25)

Подставляя значения Q„ и Q& в формулу (9.24), получаем

q - { k . + k , V W ) V W -

Рис. 9.10. Обозначения элементов потока при 
расчете бифуркации русла.

Введем общий (для двух рукавов) модуль расхода и обозна
чим его через Кобщ, т. е. примем

Теперь вместо уравнения (9.26) напишем

Q —  Кобт У  •

(9.27)

(9.28)

Возводя в квадрат и разрешая полученное уравнение относи
тельно Az, находим

К1

Введем обозначение

общ"

общ

(9 .2 9 )
общ

222



Назовем Робщ общим модулем сопротивления двух рукавов. 
При учете этого обозначения будем иметь

=  (9 .3 0 )

Основными расчетными формулами являются (9.27), (9.29) и
(9.30). При построении кривых свободной поверхности рек уча

стки бифуркации русла выделяются в отдельные расчетные уча
стки, для которых строится график общего модуля сопротивления 
по формуле (9.29), а дальше расчет выполняется обычным спо
собом.

Построение кривой свободной поверхности реки с развитой 
поймой (при затоплении последней) выполняется аналогичным 
образом. Выделяя русловую и пойменную части поперечного се
чения потока и приписывая относящимся к ним величинам ин
дексы «р» (русло) и «п» (пойма), записываем следующие рас
четные формулы:

/  "Кх
^ 0 б ш = ^ р  +  ^ п 1 /  ; (9 .3 1 )

(9.32)
о̂бщ

Для вычисления падения применяется формула (9.30).
При наличии двух пойм формула общего модуля расхода за

писывается в виде

=  +  ^  . (9 .3 3 )

Индексами «л. п» обозначены величины, втносящиеся к левой 
пойме, а индексами «п. п» —  относящиеся к правой пойме. Рас
чет свободной поверхности выполняется по формулам (9.30), 
(9.32) и (9.33).

На судоходных реках осуществляются различные мероприя
тия, направленные на улучшение судоходных условий. На сильно 
извилистых реках часто производят спрямление русла. Возникает 
задача: выяснить, как изменится падение Аз на участке реки 
после разработок спрямления и как это повлияет на уровни, 
а стало быть и на судоходные глубины расположенного выше 
участка реки.

Предположим, что в бытовом состоянии, т. е. до разработки 
спрямления на некотором участке тп  (рис. 9.11) при меженном 
расходе Q (обеспечивающем судоходные глубины) река имела 
падение А^быт- Очевидно, что

=  (9 .3 4 )

где f'a — модуль расхода излучины реки на участке тп, где дол
жно быть произведено спрямление.
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После разработки спрямления падение должно уменьшиться, 
оно будет равно Азспр (рис. 9.11 б). Для случая спрямления, 
пользуясь рассмотренными выше соотношениями, записываем

AZcnp =  Fo6mQ^, (9 .3 5 )

где Робщ —  общий модуль расхода для излучины (которая обычно 
не перекрывается) и спрямляющего рукава, вычисляемый по фор
мулам (9.7) и (9.9). Модуль расхода для спрямляющего рукава 
Кь и величина Ахь вычисляются по проектным данным спрям
ления.

А 2  быт'

Рис. 9.11. Обозначения элементов потока при расчете спрям
ления русла.

Надо выяснить, как изменится падение после разработки 
спрямления при заданном расходе Q. Делим равенство (9.35) на
(9.34):

с̂пр
А'̂ быт Fn

Подставляя сюда вместо значений модуля сопротивления 
частные от деления Аха (основным считается рукав а) на квад
рат соответствующего модуля расхода, получаем

Дг,спр

Вспоминая, что

К1бщ =  [Ка +  К 1 , ] / ^
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где индекс а относится к излучине, а 6 к спрямляющему рукаву, 
записываем

Аг,спр
Д.гбы

Ка + К ь У Дх*

После преобразования будем иметь
Аг,спр

Дг’бы Кь 1 / Y  
Ка У Ахь I1 +

Отсюда окончательно получаем

Д̂быт

(9.37)

(9.38)

По этой формуле и может быть произведен расчет новой ве
личины падения на спрямляемом участке реки.

§ 5. Р асч ет  пон и ж ен ия ур овн я водной  поверхности  на перек ате
при дн оугл убл ен и и

При проектировании дноуглубительных работ на перекатах 
учитывается снижение уровня воды на данном перекате и на вы- 
шерасположенных участках реки, которое будет вызвано увели
чением пропускной способности русла, подвергнутого углубле
нию. Задачу о снижении уровня на разрабатываемом перекате 
рассмотрел Н. А. Ржаницын, рещение которого излагается ниже 
с некоторыми -изменениями, позволяющими упростить получае
мые расчетные соотношения.

За основную характеристику потока Ржаницын принимает 
продольный профиль водной поверхности в бытовом состоянии 
(до дноуглубления). Приближенно он считает, что после разра
ботки переката изменяются лишь глубина и уклон потока, а его 
ширина и коэффициент Шези остаются неизменными, т. е. 
C^const и B^const. Рассмотрение задачи выполняется для 
некоторого меженного расхода Q=const.

Для бытового состояния можно написать

или

д = Я о 5 С ] / / /о 4 5 -

Обозначения показаны на рис. 9.12.
15 К арауш ев А. В,

(9.39)
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, при разработке прорези происходит понижение дна на вели
чину АЯ и понижение уровня в начале перекатного участка на 
величину б2  (рис. 9.12). В конце участка (в точке Л) вполне до
пустимо считать уровень неизменным. После разработки судо
ходной дноуглубительной прорези на перекате установится но
вая глубина Янов, определяемая равенством

Янов =  Яо +  ДЯ (9.40)

Новое значение уклона будет таким:

hzo —  52 
Ь.х

Для измененных условий выражение квадрата’ расхода Q за
пишется следующим образом:

=  +  (9.41)

Квадрат расхода можно выразить формулой (9.39). В соот
ветствии с этим будем иметь;

•3 о 2 г - 2  Аг'о __щ в ' с Дх

Деля все уравнение на его левую часть, приходим к следую
щему выражению:

Я о  +  А Я  -

^^0

Ьг \з

Аг'о — . I
Аг'о

(9 .4 2 )
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Это уравнение Ржаницын представляет в виде расчетных гра
фиков (номограмм). Однако удобнее получить аналитическое 
решение. Извлечем из левой и правой частей уравнения (9.42). 
корень кубический:

Я о  +  А Я - - ^  3 -----

Разложим в биноминальный ряд второй сомножитель левой 

части уравнения, учитывая, что-г— <  1

Ь2  , 1 Ьг 1-2 ( Ьг Y  „ „ „
 ̂ Аго j  3 ■ Аго 3-6 \  А г о /  ■ • • И Т . Д . ;

Третий член разложения, так же как и последующие члены, 
пренебрежимо мал по сравнению с первыми двумя членами; по: 
этому можно написать

Аго 3 А̂о

Теперь вместо уравнения (9.43) имеем

Яо +  А Я - - ^

Яп

После простых преобразований приходим к квадратному 
уравнению относительно искомой величины 8'Z

Выполняем решение полученного уравнения. Учитывая, что 
в рассматриваемом случае перед радикалом может быть только 
знак минус, находим следующую расчетную формулу:

bz=AZo

§ 6. Расчет расходов воды и кривых водной поверхности 
для зимних условий (метод переходных коэффициентов)

Большие затруднения при вычислении расходов воды и по
строении кривых водной поверхности рек, покрытых льдом, воз
никают в связи с недостаточной ясностью вопроса о коэффициен
тах шероховатости льда, а также в связи с изменчивостью этих 
коэффициентов и необходимостью учета толщины льда.

ГрубЪ ориентировочная таблица коэффициентов шероховато
сти льда разработана Г. К. Лоттером и П. Н. Белоконем
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(табл. 9.1). Она показывает, что Пд —  коэффициент шероховато
сти льда зависит от многих условий, поэтому построение кривых 
водной поверхности для зимы носит крайне приближенный ха
рактер. В ответственных случаях надо делать расчеты в несколь
ких вариантах, принимая наиболее невыгодные из возможных 
значения Пя и толщины льда.

Таблица 9.1

Коэффициенты шероховатости нижней поверхности ледяного покрова
рек и каналов

Составлена П. Н. Белоконем и Г. К. Лоттером

Д ля реки в бытовых условиях Для каналов

период ледостава
средняя скорость 

в момент ледообра
зования

Первые 10 дней ледо
става (первая— вторая 
декады декабря) . .

10—20-й день ледостава  
(последняя декада д е 
кабря и начало ян
варя) ..............................

20— 60-й день ледостава  
(средняя декада янва
ря— первая декада фе
враля) ..............................

60— 80-й день ледостава  
(конец февраля, нача
ло м а р т а ) .......................

80— 110-й день ледоста
ва (март) . . . . .

0,150— 0.0501

0,100—0,0401

0,050—0,0302

0,040—0,0152

0,025—0,0102

г'ср =0,4--0 ,6  м /с е к

г 'о р > 0 ,6  MjceK

0,015— 0,018(1) 
0,010—0,012 (II)

0,017— 0,020 (I) 
0,014—0,017 (II)

П р и м е ч а н и е .  Для рек в бытовых условиях верхние пределы указан
ных в таблице значений Пл должны применяться в расчетах, касающихся уча
стков, где цриродные условия позволяют ожидать образования торосистого 
льда или появления шуги, а нижние пределы —  для участков, на которых воз
можно образование гладкого льда. В последней графе таблицы римской циф
рой I отмечены случаи возможного появления в канале шуги, а цифрой II —  
когда такая возможность исключена.

' Для подпертых бьефов эти данные уменьшаются на 15%.
2 Д ля подпертых бьефов эти данные уменьшаются на 35%.

Рассмотрим безнапорное движение, когда лед плавает на по
верхности воды. В этом случае в пробитой лунке вода подни
мается на -величину, отвечающую удельному весу льда, т. е. при
мерно на 0,8— 0,9 его толщины (рис. 9.13). Случаи, когда вода 
под небольшим напором выливается на поверхность льда, мы 
не будем специально рассматривать и будем считать допустимым
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пренебрежение указанным небольшим напором, принимая дви
жение за безнапорное. Случаи напорного движения подо льдом 
рассматривать не будем.

Гидравлические элементы потока, закрытого льдом, пометим 
индексом «зак» (закрытый), величины, характеризующие ру
сло, —  индексом «р», а величины, характеризующие лед,—  ин
дексом «л». Например, будем писать щ — -коэффициент шерохо
ватости русла, Пл-— коэффициент шероховатости льда (нижней 
его поверхности), Пзак —  обобщенный коэффициент шероховато
сти потока, закрытого льдом.

Русло условно можно рассматривать как составное (соста
вленное из поверхностей различной шероховатости) с разграниче
нием зон влияния на поток льда и собственно русла (рис. 9.13).

Рис. 9.13. Условное разделение поперечного сече
ния потока на зону влияния льда и зону влияния 

русла.
1 — линия р азд ел а  зон влияния. 2 —  линия средней гл у 

бины Я ^р .

Через ©л и (Ор на рисунке обозначены соответственно площади 
поперечного сечения, находящиеся под влиянием льда и русла.

Запишем отдельно для верхней и нижней частей сечения по
тока уравнения движения, учитывая, что движение является рав
номерным или медленно изменяющимся, т. е. таким, когда можно 
пренебречь инерцией

т“ л /=  — -̂ лХл;

tV = - V p>
(9,46)

где Тл и Тр —  соответственно средние значения касательного на
пряжения на поверхности льда и русла (величины отрицатель
ные), 7л и Хр —  смоченные периметры поверхности льда и русла. 

Суммируя эти выражения для всего потока, находим

Т (“ л +  “ р) /  =  -Хр ("'р +
здесь принято:

а = Хп
Хр

или Хл =  «̂ Хр-

(9.47)
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Значение смоченного периметра руслового потока, закрытого 
льдом Хзак, можно рассматривать как сумму Хр и %л, т. е.

Х зак  =  Хр +  Ь , или Х зак =  Х р ( 1  + « ) •

Общая площадь сечения потока складывается из площадей 
верхней и нижней части сечения сол и сор, т. е.

“ зак =  “ р +  «>л-

Выражение (9.47) принимает вид

Т«>зак/ =  - 1 ^ ( - р  +  «^л). (9 .4 8 )

Гидравлический радиус для закрытого льдом потока опреде
ляется так:

Подчеркнем, что для закрытых льдом речных потоков недопу
стима замена гидравлического радиуса R  средней глубиной; эти 
величины обычно отличаются более чем в два раза.

Деля уравнение (9.48) на ухзак и вводя гидравлический ра
диус, получаем

1 ''о +

Выразим касательные напряжения Тр и Тл через квадраты 
средних скоростей и коэффициенты Шези соответственно обла
стей влияния льда Сл и русла Ср. Заменяя приближенно сред
нюю скорость каждой из этих областей средней скоростью всего 
поперечного сечения потока, пишем

с̂р . . с̂р
cl ’ т  cl (9.51)

Если принять приближенное равенство Х л ^  Хр , т о  можно 
написать а —  1. Теперь уравнение (9.50) приводится к следую
щему виду:

п т  1 /  1 I 1 \ „ .2
О ^ 2  1 ^ 2  I С

Выполняя преобразования и разрешая полученное равенство 
относительно Wcp, приходим к формуле

‘У с р = С з а к К О " .  (9 .5 2 )
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где Сзак —  коэффициент Шези закрытого льдом руслового потока; 
при выводе формулы (9.52) найдено следующее выражение для 
этой величины:

Подставим сюда значения С по формуле Маннинга, записан
ной соответственно для области влияния русла и для области 
влияния льда

р  _ 1 п'/е. р  _  ̂ Г)‘/бОр —  Кр , Сд —  /Хл .

Принимая приближенное равенство

•̂ р =  Rn =  -̂ зак >

получаем следующую запись выражения (9.53):

'̂̂ зак

■ +  '
\  "р «л /

или иначе

(9.54)
^̂зак

Вместе с этим найдена формула для коэффициента шерохова
тости руслового потока, закрытого льдом; формула имеет вид

п  _ ]  А л  +  «̂р
^̂ зак “ у  2 (9.55)

Найдем теперь переходный коэффициент kn от Пр к Пзак- Это 
нетрудно сделать, вынося величину Пр из-под знака радикала 
в (|)ормуле (9.55)

« з а к = ^ р . (9.56)
где

k„ = Ир
(9.57)

Введем переходный коэффициент также и для гидравличе
ского радиуса, т. е.

—  (9 .5 8 )
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при этом для широкой реки й к = - ^ ,  а 7?=Яср. Глубина счи

тается от нижней поверхности льда, что и соответствует запол
ненной водой части русла (рис. 9.13). Здесь и ниже сравнение 
закрытого льдом потока с открытым потоком производится для 
одинакового заполнения русла водой, т. е. считается, что уровень 
воды открытого потока, сравниваемого с рассматриваемым за
крытым, соответствует уровню нижней поверхности льда, омы
ваемой водой.

Подставим значения ?̂зак и Пзак в формулу (9.54)

к  ■ «р •

Для открытого потока при той же глубине заполнения коэф
фициент Шези определяется равенством

С  =  - ^Ир ’
поэтому можно написать

C,.. =  kcC, (9.59)

где — переходный множитель для коэффициента Шези, выра
жающийся формулой

k c = - ^ ,  (9.60)

приводящейся к виду 

здесь при вычислении принято кк=

kc=  (9.61)

2  ■
Для модуля расхода также может быть введен переходный 

коэффициент кк
(9.62)

Нетрудно видеть, что при принятом условии ©зак=(о имеет 
место следующее соотношение:

kic=̂ k'Jî kc, (9.63)
или

и _  0,89 _
(9 .6 4 )
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Для модуля сопротивления будем иметь

■̂ зак kpF,
где

или

yfep=1.26 1 +
« л

‘Р / J

(9 .6 5 )

(9 .6 6 )

(9 :6 7 )

Построение кривых водной поверхности рек для зимних усло
вий выполняется при использовании переходного коэффи
циента kp. Этот коэффициент позволяет произвести пересчет гра
фиков модуля сопротивления, предварительно построенных для 
открытого русла и используемых для построения кривых свобод
ной поверхности открытого потока. После пересчета указанных 
графиков на зимние условия производится построение кривых 
водной поверхности закрытого потока, причем используется метод 
Рахманова. Построение дает поверхность воды непосредственно 
совпадающую с нижней поверхностью льда и определяющую 
«наполнение русла», именно поэтому на конечном створе первого 
расчетного участка берется отметка нижней поверхности льда. 
Для получения поверхности уровня воды следует добавить к от
меткам нижней поверхности льда, найденным по расчету, тол
щину погруженной в воду части льда.

§ 7. Некоторые гидрометрические вопросы

При переменном уклоне водной поверхности, обусловленном 
переменным подпором, расходы воды перестают быть однозначно 
связанными с уровнями, а оказываются одновременно завися
щими и от уклона, т. е.

n.Q =  'p(C,/),

поэтому при измерениях расходов на гидрометрических постах 
в рассматриваемом случае оказывается необходимым одновре
менно измерять не только уровни, но и уклоны.

Уклоны измеряются на специальных уклонных постах, распо
лагаемых выше и ниже основного гидрометрического створа, 
примерно на равных от него расстояниях. Общее расстояние 
между уклонными постами должно быть достаточным, чтобы 
обеспечить удовлетворительную точность определения паде
ний Аг и исключить влияние местных возмущений (неровностей) 
свободной поверхности.
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Построение кривых расходов может быть выполнено на ос
нове следующей формулы:

Q  =  K f ^ \  ( 9 .6 8 )

где К — модуль расхода, являющийся функцией уровня на гид
рометрическом створе (если отсутствуют русловые деформации, 
нарушающие эту зависимость); /  — уклон водной поверхности, 
измеренный во время измерения расхода воды.

Для случая выхода воды на пойму под модулем расхода К, 
содержащимся в формуле (9.68), следует понимать общий мо
дуль расхода, который выше обозначался через /Собщ-

Основной способ обобщения данных измерений расходов воды 
на гидростворах заключается в построении кривых расходов, т. е. 
графиков, изображающих зависимость Q от уровня

Уклон в общем случае не является функцией уровня g, по
этому целесообразно написать

- ^  =  /С ( д .  ( 9 .6 9 )

При построении такой функции, имеющей целью обобщение 
данных измерений на гидрометрическом посту, нет необходимости 
в специальном вычислении модуля расхода. Производится вычи
сление отношений измеренных расходов к корню квадратному из 
измеренных уклонов и непосредственно строится график этих 
отношений в зависимости от уровня g. Чтобы получить затем 
с этого графика расход для каждого интересующего нас момента 
времени, надо знать уровень и уклон. Определив по уровню

Qчастное — и умножив полученную величину на корень квадрат- 
1 1

ный из уклона, находим расход Q.
Для зимних условий при наличии достаточных данных изме

рений кривые расходов строятся обычным путем. В случае пере
менного подпора для графического обобщения данных измерений 
может быть использована схема, рассмотренная выше.

При отсутствуй или недостаточности данных измерений для 
зимних условий может быть произведен приближенный пересчет 
летней кривой расхода на зимнюю путем умножения на переход
ный множитель kq. Нетрудно показать, что этот множитель равен 
множителю кк, используемому для пересчета значений модуля 
расхода, отвечающих открытому руслу, к модулю закрытого 
льдом русла. Можно написать
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в течение зимы коэффициенты шероховатости льда изме
няются, поэтому при подобных построениях следует учитывать 
изменения значений kq. При пересчете кривой расхода исполь
зуется зависимость

QsaK=*QQ. (9.71)
Такое соотношение между расходами отвечает одному и тому 

же уровню водной поверхности, который для зимних условий 
равен нижней поверхности льда. Схема построения зимней кри
вой расхода по летней показана на рис. 9.14.

г;

Рис. 9.14. Построение зимней кривой рас
хода по летней кривой методом переходных 
коэффициентов. (Уровни принимаются по 

отметкам нижней поверхности льда.)

Формула (9.71) может использоваться и при неравномерном 
режиме реки, покрытой льдом. В последнем случае производится 
пересчет летних графиков модуля расхода К{1)-

Г л а в а  X

ПОПЕРЕЧНЫЕ ЦИРКУЛЯЦИИ И ПЛАН ТЕЧЕНИЯ 
РЕЧНОГО ПОТОКА

§ 1. Поперечные циркуляции и искусственное воздействие 
на структуру течений

Суш,ествует тесная взаимосвязь между структурой течений 
речных потоков и формированием их русла. Очень боль
шую роль в русловых процессах играют поперечные течения,
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развивающиеся в местах значительного искривления струи по
тока. Установившиеся поперечные течения всегда имеют характер 
замкнутых циркуляций. Искривления струй потока возникают на 
участках закруглений русла, в местах слияния потоков, при раз
ветвлении потока на рукава, а также при резких изменениях 
формы и размеров поперечного сечения русла. В этих местах 
обычно и развиваются поперечные циркуляции.

Наблюдаемая на закруглениях потока асимметрия попереч
ного сечения русла, выражающаяся в наличии больших глубин 
у вогнутого берега и отмели у выпуклого берега, является след
ствием поперечных течений, осуществляющих поперечный пере

нос относительно крупных 
наносов в сторону выпукло
го берега. Поверхностные 
струи, содержащие значи
тельно меньше взвешенных 
наносов, чем придонные, пе
реносятся к вогнутому бере
гу, что способствует размыву 
русла в этой части потока.

На рис. 10.1 изображены 
эпюры поперечных течений 
на двух профилях, располо
женных на закруглении не
большой реки. На рисунке 
ясно прослеживается цирку
ляционный характер попе
речных течений; легко об
наруживаются зоны восхо
дящих (у левого выпуклого 
берега) и нисходящих (у во

гнутого берега) течений, связывающих донные и поверхностные 
поперечные течения в единое кольцо поперечной циркуляции. 
Восходящие и нисходящие течения показаны на рисунке стрел
ками. В больших реках поперечные циркуляции имеют аналогич
ный характер. Причиной возникновения поперечных течений на 
закруглении речного потока является развивающаяся здесь цент
робежная сила инерции и связанный с нею поперечный уклон 
водной поверхности.

Поперечные течения возникают также и на прямолинейных 
участках рек  ̂ но здесь интенсивность их гораздо меньше, чем на 
закруглении. Причиной их является повсеместно действующее 
на движущиеся на земной поверхности тела, в том числе и на 
потоки, так называемое кориолисово ускорение и обусловленная 
им кориолисова сила. Кориолисово ускорение появляется в дви
жущемся теле вследствие вращения Земли вокруг своей оси. 
Влияние циркуляционных течений, вызванных кориолисовым
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Рис. 10.1. Эпюры распределения по 
вертикали поперечных составляющих 
скоростей на профилях, расположен
ных на закруглении р. Юля-Иоки 

(правый берег вогнутый).



ускорением, на процессы формирования русла оказывается 
менее интенсивным, чем течений, обусловленных центробежной 
силой на закруглениях потока. Поэтому при изучении интенсив
ных русловых деформаций течениями, обусловленными кориоли- 
совым ускорением, обычно пренебрегают.

Руслоформирующее действие поперечных циркуляций ши
роко используется в гидротехнической практике при проведении 
вьшравительных работ с целью улучшения судоходных условий, 
при проектировании и эксплуатации водозаборных, отстойных и 
других сооружений на реках. Разработано много систем струе
направляющих конструкций, позволяющих регулировать режим 
изменения глубин и перемещения наносов в потоке путем искус
ственно создаваемой поперечной циркуляции.

Разработка теории движения потока при искривлении струй 
является необходимой основой как при исследовании закономер
ностей формирования естественных русел, так и при решении 
ряда практически важных инженерных задач. Наиболее крупные 
исследования в этом направлении выполнены в основном отече
ственными учеными; Н. Е. Жуковским, В. М. Маккавеевым, 
М. В. Потаповым, А. К. Ананяном, И. Л. Розовским и др.

В работах Маккавеева проблема поперечных течений рас
смотрена наиболее фундаментально. Им дано теоретическое ре
шение таких вопросов, как распределение поперечных и продоль
ных скоростей на закруглении русла, метод расчета поперечных 
течений, возникающих под действием кориолисовых сил, рассмот
рен вопрос о возникновении и затухании поперечной циркуляции, 
о возбуждении циркуляции струенаправляющими конструкциями 
М. В. Потапова и А. И. Лосиевского. Исследовательские работы 
по созданию искусственной поперечной циркуляции и ее приме
нению для решения различных задач русловой гидротехники ве
дутся в нашей стране с 30-х годов. Выполненные за это время 
лабораторные и теоретические исследования поперечной цирку
ляции завершились успешным проведением опытно-производст
венных испытаний различных видов конструкций, воспроизводя
щих поперечную циркуляцию в направлении, нужном для реше
ния тех или иных конкретных задач.

Для борьбы с занесением донными наносами головных соору
жений ирригационных каналов в Фергане, на р. Амударье, в Тад
жикистане успешно применялись направляющие системы из де
ревянных щитов на сваях с приспособлениями, позволяющими 
менять заглубление щитов и угол между щитами и течением, 
а также плавучие системы из деревянных понтонов сегментного 
очертания. Под действием направляющей системы, устанавли
ваемой у головы канала, поверхностный слой воды направлялся 
в канал, а насыщенный наносами придонный слой отклонялся и 
сносился вдоль системы в обход головы канала. Поступление 
донных наносов в каналы в результате действия систем резко
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уменьшалось, а расход воды, поступаюш,ей в каналы из реки, за
метно возрастал.

Для заш,иты берегов от размыва на р. Амударье и других ре
ках применялись плавучие береговые направляющие системы из 
понтонов сегментного очертания, а также более простые соору
жения в виде одиночных фашин, щитов из камыша, дерева и т. п.

В большинстве случаев применение этих конструкций давало 
положительный эффект, заключающийся в отклонении динамиче
ской оси потока от размываемого берега и отложении наносов 
около него. Однако недостаточно точный учет гидрологических 
условий приводил иногда к значительному снижению эффектив
ности метода.

Опытные исследования по улучшению судоходных условий на 
перекатах проводились на реках Волге, Оке, Вятке и др. Хорошие 
результаты были достигнуты при использовании наносоупра
вляющих сооружений Лосиевского в виде донных направляющих 
щитов, сделанных из плетня на толстых кольях, прочно забитых 
в дно. Удовлетворительные результаты дали испытания Т-образ
ных полузапруд И. А. Шадрина, представляющих собой комби
нации плетневых поверхностных и донных направляющих.

Метод выправления русел с помощью поперечной циркуляции 
подлежит дальнейшему исследованию и усовершенствованию 
с целью повышения его эффективности и расширения круга 
задач, которые могут быть решены путем его использования.

§ 2. Поперечные течения и уклон на закруглении русла

Рассмотрим, следуя Маккавееву, схему возбуждения попереч
ных течений на закруглении русла в случае установившейся 
(т. е. пришедшей в соответствие с данной кривизной русла) попе
речной циркуляции.

Обратимся к рис. 10.2, на котором схематически изображено 
поперечное сечение потока на изгибе русла, и рассмотрим силы, 
действующие на выделенный вертикальный столб жидкости с ос
нованием, равным 1, и высотой Я. Если пренебречь в первом 
приближении силами трения, то силами, действующими на выде
ленный объем, будут сила тяжести pHg, направленная верти
кально вниз, и центробежная сила инерции рЯа* , направленная 
вдоль горизонтальной оси 2  по нормали к направлению течения 
(р плотность воды, а* — средняя по вертикали величина цен
тробежной силы инерции, приходящаяся на единицу массы вы
деленного объема жидкости. Эта масса равна т—р-Н-1). Под 
действием указанных сил свободная поверхность потока займет 
положение АВ, нормальное направлению их равнодействующей. 
Как видим, возникновение на закруглении центробежной силы
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инерции приводит к перекосу водной поверхности и образованию 
поперечного уклона потока.

Обозначим поперечный уклон водной поверхности через Д:. 
При малых значениях уклона можно приближенно принять, что

7, =  t g M s in p ,

где р — угол между горизонтальной осью z и свободной поверх
ностью потока Л5.

Проекции силы тяжести и центробежной силы на свободную 
поверхность потока взаимно уравновешиваются, поэтому можем 
написать

pa^cosp==pg-sin р. (10.1)

Рис. 10.2. Схема к выводу формулы поперечного 
уклона.

Подставляя сюда вместо sin р поперечный уклон и учитывая, 
что при малых углах cos Р =  1, можем записать ,

Отсюда получаем следующее приближенное выражение none^ 
речного уклона:

/ ,  =  - (10.2)

Средняя по вертикали величина центробежной силы инерции 
а* , отнесенной к единице массы, пропорциональна среднему по
вертикали значению квадрата продольной скорости (v̂ ) ср и
обратно пропорциональна радиусу кривизны закругления по- 
тока г

a l  = ср
(1 0 .3 )
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среднее значение квадрата скорости можно заменить квадра
том средней скорости, вводя корректирующий множитель ai, т. е. 
написать

где
ср ---- '^l^x ср ,

я
v ld H

Формула (10.2) приводится к виду

00-4)

Ввиду близости величины cxi (10.4) к единице в практиче
ских расчетах часто используют формулу (10.4), записанную без 
величины « 1 .

Уравновешивание составляющих силы тяжести и центробеж
ной силы инерции может иметь место лишь в среднем по верти
кали, в отдельных же точках живого сечения такого уравнове
шивания нет. Это связано с тем, что избыточное давление pgh, 
возникающее за счет поперечного уклона водной поверхности, 
является постоянным для каждой точки данной вертикали, а рас
пределение по вертикали центробежной силы характеризуется 
убыванием последней от поверхности ко дну потока в соответст
вии с распределением квадрата продольной скорости по глубине.

В поверхностных слоях потока, где квадрат продольной ско
рости оказывается больше среднего по вертикали квадрата ско-

рости, т. е. центробежная сила будет

преобладать над величиной pglz. В придонных слоях, наоборот, 
будет преобладать составляющая силы тяжести pgh, направлен
ная к центру кривизны, поскольку здесь квадрат продольной ско
рости оказывается меньше величины (v̂ Jcp- Такое распределе
ние сил приводит к отклонению поверхностных струй в сторону 
вогнутого берега, а донных — к выпуклому. Наложение продоль
ной скорости потока преобразует поперечную циркуляцию в вин
тообразное движение водных масс.

Рассмотренная схема возбуждения поперечных течений поло
жена в основу выполненного Маккавеевым теоретического реше
ния вопроса о распределении поперечной составляющей скорости 
по вертикали. При этом используются общие дифференциальные 
уравнения движения, записанные в так называемой прямоуголь
ной системе натуральных координат.
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Система натуральных координат весьма удобна при рассмот
рении криволинейного движения, так как продольная ось в этой 
системе криволинейна и располагается вдоль линии тока осред
ненного течения, а две другие оси располагаются по нормали 
к ней. На рис. 10.3 представлена прямоугольная система нату
ральных координат, в которой продольная криволинейная ось х 
расположена на свободной поверхности потока (в общем случае 
свободная поверхность не является горизонтальной); попереч
ная ось 2  расположена в горизонтальной плоскости и направ

лена по нормали к оси х от центра кривизны к вогнутому берегу; 
ось у направлена вниз по нормали к оси х. Начало координат 
находится на уровне свободной поверхности потока.

Дифференциальное уравнение движения в проекции на ось 2  
прямоугольной системы прямолинейных координат записывается 
следующим образом (см. главу IV ):

dVz
dt =  Z g др

d z
d’̂vz d'i'Vz

Запишем теперь приближенное уравнение движения в проек
ции на ось 2 , используя натуральные координаты. При этом учтем, 
что проекция ускорения на ось 2  совпадает по величине с цент
ростремительным ускорением и определяется приближенным

16 Караушев А. В. 241



равенством ^  , проекция ускорения силы тяжести
CLt Т

на горизонтальную ось z равна нулю, т. е. 2 = 0 ,  производная 

поперечной скорости по продольной координате = 0 ,  по-
С/л

скольку рассматривается случай максимального развития попе
речной циркуляции на участке наибольшей кривизны закругле
ния русла.

Далее отбросим, как малые величины, вторые производные 
поперечной скорости по координатам л: и z. Заменим в выраже
нии центростремительного ускорения квадрат скорости квадра
том ее продольной составляющей. Введя все перечисленные уп
рощения и считая, что величина радиуса закругления потока г 
постоянна по всей вертикали, получим для установившегося во 
времени течения

dvz

v i
г -  ,  а .

приближенно примем распределение давления по вертикали 
по гидростатическому закону

/ ’ ^ Л т  +  тЛ, (10.6)

где h — глубина погружения рассматриваемой точки.
Выражая глубину погружения точки h через координату г/, 

учтем влияние как продольного, так и поперечного уклонов вод
ной поверхности. Очевидно, что для точки М (рис. 10.3) в пло
скости yOz с координатами у, г глубина погружения выразится 
равенством

h =  Md +  dc,
причем

M d  =  O b  =  y  —  a b ,

ХУa b  = х  s i n  а  ^  x l

d F = = ztg ?  =  z / , .

Здесь a — угол наклона продольной оси х к горизонту за счет 
продольного уклона водной поверхности, р — угол между гори
зонтальной поперечной осью z и свободной поверхностью, обра
зующийся в результате поперечного перекоса свободной поверх
ности. Подставляя в выражение (10.6) значение h, полученное из 
приведенных равенств, находим

;? =  Л т  +  Т ( У - - ^ / ^  +  2 4 ) ,  (1 0 .7 )

242



Замечаем, что
д р  _  г

--- * «д г  “ “ г ’

Т. е. поперечный уклон отражает изменение давления вдоль оси 2 
за счет перекоса свободной поверхности (изменение глубины или 
слоя воды вдоль оси z).

Подставляя значение в уравнение (10.5), получим

(10.8)ср

Двукратное интегрирование этого уравнения по z позволяет 
получить выражение для поперечного уклона и распределения 
поперечной скорости по вертикали.

В качестве одного из вариантов решения Маккавеев принял 
при интегрировании следующие предположения: распределение 
продольной скорости по вертикали описывается параболой 
Базена

_____ /  V
-у===Уо — ,

(m ^ 24), коэффициент турбулентного обмена определяется по 
формулё

.  ^ Н У Н П  
'Р  2 т

В качестве граничных условий при решении приняты следую
щие:
у поверхности

У дна

где индексами «Я» помечены соответственно значения попереч
ной составляющей скорости и производной этой скорости у дна, 
т. е. на глубине у=Н.  Величина I есть некоторая линейная ха
рактерная величина, отражающая тормозящее влияние дна и оп
ределяемая следующей эмпирической формулой:

Результирующий расход поперечного течения по всей верти
кали с глубиной Я, выражаемый приведенным ниже интегралом
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при установившейся поперечной циркуляции, должен равняться 
нулю, т. е.

я

lv^{y)dy =  0.
о

Это очевидно, так как в рассматриваемом случае расходы по
перечного течения в поверхностном и придонном слоях потока 
должны быть взаимно равными и иметь противоположное на
правление, т. е. различные алгебраические знаки.

Окончательное выражение для поперечного уклона Л на за
круглении и поперечной скорости Vz, полученные Маккавеевым, 
имеют вид

(10.9)

(10.10)

где у = Н
f  ( 0 — 1 15С2 945С'з

ср [с, у) [г», (l -  3 ? )  -  b j j  -  5у^) +  &з(1 -  7 ?  

причем

(10.11)

(10.12)

, . 7т . 8от2

и 3 '
^2 — Т о 1 + з с

315С2

3/и
70С •

Значения функций /i(C ) и ф(С, у) приводятся в табл. 10.1 
и 10.2.

Таблица 10.1

С
f l

Значения fi(C )
10 15 20 25 30 40 50 60 70

1,11 1,08 1,06 1,06 1,05 1,05 1,04 1,04 1,03

Коэффициент и = 1 ,3  введен в формулу позже, после ее про
верки на натурном материале.

В 1936 г. в результате теоретических и экспериментальных 
исследований Потапов получил следующую формулу для вычи
сления поперечной скорости:

1 _ 0 ,4 а  _  ~2j2_Q^ggJ^

& -^ A r
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Таблица 10.2
Значения ф(С, у)

10 20 30 40 45 50 55 60

О
0,10
0,20
0,40
0 ,60
0 ,80
0 ,90
1,00

0,500
0,475
0,404
0,149

—0,171
—0,413
—0,452
- 0 ,4 0 8

1,272
1,212
1,036
0,404

-0 ,408
-1 ,064
-1 ,207
-1 ,153

2,373
2,262
1,938
0,769

—0,745
— 1,994
—2,285
—2,217

3,806
3,630
3,113
1,244

— 1,183
- 3 ,2 0 5
—3,691
—3,608

4,648  
4,432  
3,802  
1,524  

— 1,438 
—3,915  

4 ,452  
4 ,424

5,573
5,315
4,561
1,831

-1 ,722
-4 ,698
-5 ,426
-5 ,326

6 ,63
6 ,24
5 ,35
2,142

—2,021
—5,55
—6,415
- 6 ,3 0 0

7,673
7,319
6,283
2 ,530

—2,361
6 ,473

—7,490
•7,373

где

(линейные величины в этой формуле даны в сантиметрах). Про
верка формулы по материалам лабораторных опытов в неболь-

0,0

0 .4

0.6

го

/1

/ /
j

1'/
/

/ /
"Т 2

/
/

г

—■— ■
-2 + 2

Рис. 10.4. Графики функций для вычислений 
по формуле И. Л. Розовского.

шом лотке показала хорошее совпадение с экспериментальными 
данными.

Обширные теоретические и экспериментальные исследования 
поперечных циркуляций в открытых потоках произвел И. Л. Ро
зовский. В основу теоретического рассмотрения этого вопроса он 
положил приведенное выше уравнение Маккавеева (10.8). Для 
выражения распределения продольной скорости по вертикали 
Розовский применил логарифмическую зависимость. Для
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поперечной составляющей скорости в потоках, имеющих С <  50, 
получена такая зависимость;

'^х срНVг k^r cpil

в которой k — эмпирический параметр, равный в среднем 0,42. 
Функции ф1 (у) и ф2 (у) представлены графически на рис. 10.4.

§ 3. Поперечные течения, обусловленные вращением Земли

Выше уже указывалось, что в потоках поперечная циркуляция 
возникает под влиянием кориолисовой силы инерции, т. е. допол
нительной силы, действующей при движении тела во вращаю
щейся системе. Примером такой вращающейся системы является 
Земля. Перемещающееся по поверхности Земли тело участвует 
в двух основных видах движения: относительном (движение от
носительно Земли) и переносном (движение тела вместе с Землей 
относительно земной оси). Другие виды движения тела (движе
ние вместе с Землей вокруг Солнца, движение со всей солнечной 
системой и т. д.) в рассматриваемом случае не имеют практиче
ского значения.

В различных точках земной поверхности скорость перенос
ного движения, обусловленного суточным вращением Земли, 
неодинакова. Точки, расположенные на экваторе, обладают 
наибольшей скоростью переносного движения, равной 
40 000-1000

-----— ----- = 4 6 7  MjceK (40 ООО км — примерная длина эква-
00 4UU

тора, 86 400 — число секунд в сутках); точка, находящаяся на 
полюсе, не участвует во вращении Земли — ее переносная ско
рость равна нулю.

Следовательно, в Северном полушарии при движении потока 
с севера на юг переносные скорости частиц воды по мере их про
движения от истока к устью будут увеличиваться, т. е. частицы 
будут испытывать в своем переносном движении ускорение, на
правленное в сторону вращения Земли. Проявляющаяся при этом 
сила инерции, характеризующая инерционное противодействие 
частиц воды изменению скорости, будет направлена в обратную 
сторону — с востока на запад, т. е. в сторону правого берега. При 
движении потока с юга на север частицы воды будут испытывать 
отрицательное ускорение, направленное против вращения Земли 
(свостока на запад), так как их переносные скорости будут 
уменьшаться. Силы же инерции будут направлены в сторону вра
щения Земли (на восток), т. е. опять в сторону правого берега.

При движении потока в широтном направлении переносная 
скорость остается неизменной по величине, направление же ско
рости будет меняться. Возникающая вследствие этого сила инер
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ции оказывается направленной также в сторону правого берега. 
Вообще в Северном полушарии под действием отклоняющей 
силы вращения Земли на поток, движущийся в любом направле
нии, всегда действует сила инерции, направленная к правому 
берегу. В южном полушарии эта сила направлена к левому 
берегу.

Величина кориолисова ускорения гюкор для потока со средней 
скоростью течения v выражается равенством

■га̂кор == —2DU) sin ср, (10.15)

где © =  = 7 ,3  -10“® padjceK — угловая скорость вращения
86 400

Земли,'Ф — широта места.
Подстановка величины кориолисова ускорения в дифферен

циальное уравнение движения жидкости, в проекции на ось г, 
записанное с учетом принятых в § 2 ограничений, позволило 
Маккавееву записать следующее выражение:

-2o)^;^sincp =  - ^  . +  (10.16)

Принимая распределение по вертикали продольной скорости 
по формуле Базена и используя записанную в предыдущем пара
графе формулу для Лор, учитывая те же граничные условия, что 
и при решении задачи о поперечных течениях на закруглении ру
сла, получаем зависимости для h и Vz, которые могут быть пред
ставлены в следующем виде:

- j -0 ,0 8 9 -^ ) ;  (10.17)

0,67т?Но) sin (р
g 1 -  0 ,267-g-j (0 ,333- у ' )  + 0 ,5 у ^  -  0,1

(10.18)

Приближенно поперечный уклон, вызываемый отклоняющей 
силой вращения Земли, определяется равенством

,  -  2(0%slncp _
g

Посмотрим, в каком соотношении могут находиться величины 
продольного уклона /* и поперечных уклонов речных потоков 
/гз и /гвр. Земли, обусловленных соответственно центробежной си
лой на закруглении и кориолисовой силой.

Возьмем для примера реку, протекающую на широте ф = 45° 
и характеризующуюся на одном из ее участков средней глубиной 
Я ор=2,0 м, средней скоростью Иср— 1,0 ж/се/с, коэффициентом 
Шези С= 3 0  и радиусом кривизны закругления г= 5 0 0  м.
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Величины уклонов оказываются следующими (вычисления при
ближенные) :

=0,00055;302 . 2

/  =  _____\ _____
gr  9 ,8 -5 0 0 = 0,0002;

2u)u sin tp _  2 • 7,3 • 10 ® - 1 • 0,7 
~  9,8• 'г  Bp. Земли g

В рассматриваемом случае

/ . 3

= 0 ,0 0 0 0 1 .

§ 4. План течений и его построение по данным натурных
измерений

^Планом осредненных течений (или просто планоь  ̂j e y H ий) 
^н^азжвается план линий тока и урезов реки при определённом 
режиме последней (рис. 10.5). С изменением режима реки, измё^

1, 2, 3 — линии тока.

нением ее уровня и расхода меняется очертание линий тока и 
урезов, т. е. меняется план течений. Расход между двумя сосед
ними линиями тока от начала участка до конца предполагается 
неизменным. Объем потока, заключенный между соседним.и_ли- 
ниям]и тока, называется -струей (щш„л:р-анз.итноа„схруей).
"  Е с л П а  плане течений построить перпендикулярно линиям 
тока криволинейные поперечники, то получим ортогональную ре
шетку. Криволинейные прямоугольники, заключенные между 
смежными линиями тока и ортогональными поперечниками, на
зывают клетками ортогональной решетки. На рис. 10.5 одна из 
клеток заштрихована. Длины клеток ортогональной решетки 
будем обозначать /, а ее ширины Ь (эти величины измеряются 
посередине клетки).

Поскольку транзитные струи заключают конечные объемы 
жидкости, более правильно говорить, что они ограничены не ли-
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нйями, а поверхностями тока. Сверху транзитная струя ограни
чена свободной поверхностью, а снизу — дном. Поверхности тока 
являются цилиндрическими поверхностями с вертикальной обра
зующей. Проекциями этих поверхностей на водной поверхности 
являются линии тока осредненного течения (предполагается 
осреднение направления и скорости течения по вертикали). Сово
купность линий тока, изображенных на плане реки, и есть план 
течений.

При наличии материалов измерений расходов в нескольких 
близко расположенных друг к другу профилях можно построить 
натурный план течений. Если расход на каком-либо участке реки

/// IV

Рис. 10.6. Натурный план течения речного 
потока.

Рис. 10.7. Разделение нн̂ . 
тегральной кривой рас
хода на транзитные 

струи.

разделить на т струй, то на плане будет получено т—1 линий 
тока. Обычно принято делить расход реки на равные части. 
Таким образом, частные расходы всех струй будут равны. В слу
чае впадения одного или нескольких притоков на рассматривае
мом участке реки или изъятия части расхода (например, на оро
шение) удобно осуществлять деление наибольшего расхода, т. е.. 
расхода на участке ниже впадения последнего притока или выше- 
водозабора. При таком построении береговые струи полностью.  ̂
или их части будут отходить в водоотводы или, наоборот, будут 
присоединяться к струям главной реки, выходя из притоков- 
(рис. 10.6).

При построении натурного плана течений используются-! 
эпюры элементарных расходов q =  vH—<f{z) (здесь 2  — попереч-. 
ная координата, расположенная вдоль створа, v — средняя ско-. 
рость на вертикали, Я  — глубина вертикали) (рис. 10.7). Поэтим^
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эпюрам для каждого профиля строится интегральный график 
расхода, показывающий приращение расхода при движении от 
•одного берега к другому. Ордината интегрального графика рас
хода у одного берега равна нулю, а у другого — полному рас
ходу Q. Интегральные графики позволяют осуществить разбивку 
полного расхода на любое количество струй с расходами 6Q и 
установить на профиле границы между этими струями. Итак,: ин
тегрирование графика q{z) в пределах от г—О до г—В {В — 
ширина реки) дает полный расход Q в створе, т. е.

Если требуется представить течения в виде т струй, то Q 
делится на т частей и на каждом поперечнике потока (на кото
ром измерен расход) отыскиваются границы между струями, т. е. 
некоторые точки zi, zz, Zm-i- Точки z = 0  и z=B  — урезы 
противоположных берегов. Положение линий тока переносится 
со всех поперечников на план реки, далее производится вычерчи
вание линий тока на плане участка (см. рис. 10.6). На этом за
канчивается построение плана течений по натурным данным.

§ 5. Теоретический метод построения 
плана течений

Советский ученый Н. М. Вернадский разработал теоретиче
ский 'метод построения плана течений, в основе которого лежат 
динамические уравнения, составленные для транзитной струи 
(уравнения равновесия) и условия, учитывающие взаимодейст
вие между струями.

Вернадский рассмотрел случай неравномерного установивше
гося течения транзитной струи речного потока. Неравномерность 
течения связана с изменениями глубины потока h  вдоль струи и 
ширины струи Ь . Этими изменениями обусловлены изменения 
площади поперечного сечения струи бю. Принимается, что в об
щем случае струя искривлена в плане. В решении учитываются 
следующие силы: активная сила — сила тяжести, сила сопроти
вления, сила инерции, связанная с изменением скорости вдоль 
струи, центробежная сила, связанная с наличием кривизны струи 
в плане.

Действие на поток этих сил учитывается следующими динами
ческими уравнениями, которые нам уже хорошо знакомы: уравне
ние продольного динамического равновесия (уравнение неравно
мерного движения)" "

1 . - ^  +  4т14г\ .  (10.20)С Ш  ~  d x  \ 4 g
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в

"  (10.21)

где V — средняя скорость в поперечном сечении транзитной 
струи, h—средняя глубина струи в пределах клетки ортогональ
ной решетки, С — среднее значение коэффициента Шези на уча
стке струи, г — радиус кривизны струи, /* и U — соответственно 
продольный и поперечный уклоны свободной поверхности.

Динамических уравнений недостаточно для решения постав
ленной задачи.

К этим уравнениям добав
ляются еще следующие два 
уравнения: уравнение нераз
рывности, которое для случая 

■установившегося движения за
писывается в виде

8Q =  vb(£> =  vbh =  const
(10.22)

(где 6Q — расход струи), урав
нение падений элемента"'в'бд- 
ной поверхности, охватывающее 
две~сосёдние "струи и взаимно 
связывающее их. Одну из этих 
струй считают за начальную и 
элементы примыкающей к ней 
расчетной струи связывают 
с элементами начальной струи, 
имеет вид

S +  ‘o +  Sq- ‘ =  0. (10.23)
Фигурирующие здесь падения по длине струи ( б ) и по попе

речникам (i) определяются равенствами (рис. 10.8)

(10.24)
1 = 7 ,6 .  1 о = /.о& о .|

Индексами «О» помечены величины, относящиеся к началь
ной струе и к начальному поперечнику; и Ь' — расстояния
между серединами начальной и расчетной струй на начальном и 
последующем ортогональных поперечниках (рис. 10.8).

Решая совместно приведенные выше четыре уравнения 
(10.20) — (10.23), Вернадский получает основное расчетное урав
нение для построения плана течений. Это уравнение называется 
правилом рисунка и имеет вид

у р а в н е н и е  п о п ер еч н о г о  д и н а г р щ а а ю г о  р а в н о в еси я

Г1.67 Т1

Рис. 10.8.
струям и

Падения i, 
поперечникам 

ний.

К 1о и бо по 
плана тече-

Указанное уравнение падений

п
(1 0 .2 5 )
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г д е

7) - V i ( 1 +
I —  to \ 1 —

j l - (
(1 0 .2 6 )

Oq у 1 — P

Величины Po и p учитывают изменение ширины и глубины со
ответственно начальной и расчетной струй вдоль продольной 
оси х.

Поясним другие величины, содержащиеся в правиле рисунка.
Относительная глубина h и относительная шероховатость п рас
четной струи определяются равенствами

hh = An П = По

где индекс «О» относится к начальной струе.
Величина К выражает отношение длины клетки ортогональ

ной решетки к ее ширине, т. е.

Для начальной струи

(10.27)

Построение плана течений ведется методом последовательных 
приближений. Вернадский полагает, что первое приближенное 
построение может быть выполнено при принятии т]=:1. В связи 
€ этим приближенное правило рисунка записывается в виде

(10.28)

Заметим, что построение даже при использовании упрошенной 
зависимости (10.28) отличается известной сложностью.

Рассмотрим приближенный вывод правила рисунка, позво
ляющий прийти к упрощенной формуле (10.28). Отбросим в урав
нении продольного динамического равновесия член, учитываю
щий инерцию, и напишем выражения падений для расчетной и 
начальной струй

=  сш

й ~ ^ L /

Выразим скорость через расход 8Q

(10.29)

V--

-Va =

bh

boflo ■
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Учитывая формулу Маннинга
/г‘/б ^

подставляя равенство (10.30) в (10.29), находим

(10.31)
(8Q)2 =

«0^0

Вводим сюда величину К и приравниваем правые части ра
венств (10.31)

п2К2 п1к1

Разрешая это уравнение относительно К, преобразуя и вводя
безразмерные величины кип,  получаем следующую расчетную 
формулу;

=  (10.32)
п

в которой
Ы

bok ■

При построении первого приближения принимается i i^ = l .  
Если нет данных о распределении коэффициентов шероховато

сти на участке реки, то при построении плана течений принимают
п=1 и вместо формулы (10.28) пользуются такой расчетной за
висимостью;

К =  (10.33)

По формуле (10.33) или (10.28) строится первое приближе
ние плана течений, а затем построение уточняется непосредст
венно по уравнениям продольного (10.20) и поперечного (10.21) 
динамического равновесия при использовании уравнения падений 
(10.23) как основной контрольной зависимости. Решение счи
тается законченным, когда для всех расчетных клеток вычислен
ные падения б, б о, i и lo удовлетворяют этой зависимости.

В ряде случаев при относительно несложных формах русла 
реки расчет по формулам (10.33) или (10.28) дает решение, 
весьма близкое к окончательному, и поэтому принимается за 
окончательное. При приближенном построении плана течений 
всегда используются формулы (10.33) и (10.28).
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Основными исходными данными для построения плана тече
ний являются: план участка реки в изобатах, значения расходов 
воды при определенных уровнях, желательно, кроме того, иметь 
значения уклона водной поверхности или величины падения на 
участке при разных уровнях. Последние используются для кон
троля построения плана течений. Из предыдущего изложения 
должно быть ясно, что при расчете течений одновременно могут 
быть получены и отметки свободной поверхности потока.

Если на рассматриваемом участке возможен подпор или спад, 
то построение плана течений необходимо вести снизу вверх по те
чению, привязывая отметки вышерасположенного поперечника

Рис. 10.9. Схема к расчету плана течений.
о* — н ачальны й ортогональны й поперечник, 1 — расчетны й по
перечник, 1* — конечный ортогональны й поперечник, 1—5 номера

струй.

К отметкам нижележащего поперечника. При этом соответствую
щим образом изменяются алгебраические знаки дифференциалов 
или разностей, содержащихся в приведенных выше формулах.

Если течение на участке реки равномерное, то построение 
удобнее вести сверху вниз по течению, т. е. в направлении поло
жительных значений оси х. При приближенных построениях, ос
нованных на применении только формулы (10.33) или (10.28), 
построение ведется сверху вниз.

В начале участка реки назначают ортогональный поперечник, 
который располагают нормально урезам. От этого поперечника 
ориентировочно проводится необходимое число линий тока и на 
некотором расстоянии от первого ортогонального поперечника 
вычерчивается второй ортогональный поперечник. Он распола
гается перпендикулярно урезам и линиям тока (рис. 10.9). Орто
гональные поперечники обычно получаются криволинейными. 
Между двумя ортогональными поперечниками (примерно на рав
ном расстоянии от них) вычерчивается прямой расчетный попе
речник, который должен быть в среднем перпендикулярным по
току.
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с  расчетного поперечника по изобатам снимается поперечный 
профиль русла и на него наносятся предварительно принятые 
линии тока, являющиеся границами между струями. Находятся 
средние глубины7i и ширины Ь струй. Одна из струй принимается 
за начальную и относительно ее ведется расчет по формуле пра
вила рисунка. Производя вычисления, заполняем таблицу.

Таблица 10.3
К построению плана течений по методу Вернадского. Пример расчета 

для одного поперечника (начальная струя пятая, /Со=3)

Гидравлическиеэлементы
Струи

5»
Примечание

h  М

S
Л 1.67

К
Ъ м 
I м

1
0,67
0 ,50
1,50

20
30

2 ,5

1.7
2 ,40
7 ,20
8

58

В ариант

3 .0
2.0 
3 15 
9 ,45  
8

76

3 .0
2.0 
3,15  
9 ,45  
8

76

1,5
1,0
1,00
3 ,0

12
36 Совпадения 

не получено, 
надо повторить 

расчет

В а р и а н т  II

h м 1,1 2, 6 3, 0 3 , 0 1,5
S 0 ,74 1 ,7 2 ,0 2 ,0 1 ,0
Л1.67 0 ,60 2,40 3 ,15 3 ,15 1,00

К 1,80 7 ,20 9,45 9 ,45 3 ,00
Ь м 22 7 7 7 13
1 м 40 50 66 66 39 Достаточное 

совпадение

В табл. 10.3 приведен пример расчета для одного поперечника. 
В таблице показано деление потока на пять транзитных струй. 
Первоначально деление произведено произвольно. В первую 
строку таблицы вписаны значения глубин каждой струи, а в пред
последнюю— значения ширины струй Ь. Далее расчет выполнен 
по формуле

и затем I найдено из соотнощения
1=КЬ.

Для возведения в степень 1,67 удобно предварительно по
строить расчетный график.

Полученные в результате расчета значения I наносятся на 
план и выясняется, соответствуют ли полученные значения I
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намеченным на плане длинам клеток ортогональной решетки меж
ду рассматриваемыми ортогональными поперечниками. Первый 
вариант не дает совпадения, поэтому расчет повторяется при изме
ненном расположении линий тока. Измененное положение линий 
тока учитывается величинами Ь (табл. 10.3, вариант II).

В результате расчета варианта II получается удовлетвори
тельный результат, так как через концы отрезков h, k и т. д. мо
жет быть проведен следующий ортогональный поперечник. Легко 
убедиться, что небольшие отклонения не отражаются на резуль
тате расчета. Этот расчет считается окончательным для данного 
профиля, и на план наносятся значения ширины струй Ь (из пред
последней строки по варианту II).

Таким же образом расчет выполняется и для последующих 
поперечников. В результате получаем ортогональную решетку 
(т. е. план течений) для всего участка реки. Необходимо заме
тить, что при расчете для последующих поперечников могут полу
читься столь значительные смещения линий тока, что ранее по
строенные поперечники перестанут быть ортогональными к ли
ниям тока. Ортогональность является основным критерием при 
построении плана течений, и условия ортогональности обяза
тельно должны выполняться. Поэтому в указанном случае необ
ходимо произвести повторный расчет для вышерасположенных 
поперечников.

§ 6. Расчет течений методом интегральных кривых 
и построение донных и поверхностных струй

Рассматриваемый здесь вариант метода построения плана те
чения, предложенный автором настоящей книги, отличается от 
рассмотренного выше метода тем, что расчет и подбор решения 
выполняется не по отдельным профилям, а одновременно для 
всего рассматриваемого участка реки. Основным критерием пра
вильности построения, как и выше, является ортогональность ли
ний тока и поперечников.

Построение начинается с того, что на плане участка реки ори
ентировочно (без всякого расчета) вычерчивается ортогональная 
решетка (линии тока и поперечники). Между ортогональными 
криволинейными поперечниками проводятся расчетные попереч
ники, которые по мере возможности делают прямыми. На рис. 10.10 
ортогональные поперечники помечены цифрами со звездоч
ками О*, 1*, 2* и 3*, а расчетные показаны цифрами
1 ,2 ,3 .

В качестве исходной предпосылки принимаем постоянство 
продольного падения б вдоль каждого пояса, заключенного 
между двумя ортогональными поперечниками. В соответствии 
с этим продольный уклон /  для участка струи, заключенного
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между двумя такими поперечниками, оказывается обратно про
порциональным длине клетки I и находится по формуле

(10.34)

где i — номер струи.

По формуле Шези имеем 'Vi==Ci
Для элементарного расхода эта формула дает

дг-
1̂,6750.5

(10.35)

Рис. 10.10. Обозначения ортогональных и расчетных поперечников при 
построении плана течений.

Вводим некоторую функцию

f i = - (10.36)

Так как по ширине реки падение S считается постоянным для 
Каждого пояса, заключенного между двумя ортогональными по
перечниками, то величины qi и fi являются взаимно пропорцио
нальными, т. е.

q t - f i .  (10.37)
Для всех расчетных поперечников участка строятся графики 

величины f как функции поперечной координаты z. По этим гра
фикам строят интегральные кривые путем суммирования элемен
тарных площадей Др, вычисляемых по формуле

дР; =  Д5,-Лр;, , (10.38)
где ABj — элемент ширины реки на профиле (полная ширина 
реки на профиле обозначается через В); /ср j — средняя высота
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ординаты в пределах рассматриваемого элемента абсциссы; j — 
порядковый номер элемента.

Обозначим ординату интегральной кривой через р, тогда
}

а о - 3 9 )

Суммирование производится последовательно от элемента 
к элементу, поэтому целесообразно написать

h = h - i + ( u m j .  (10.40)

По результатам подсчета сумм строим интегральные графики, 
Р (г) для всех расчетных профилей.

Для каждого профиля будет иметь место пропорциональность
Q=«Pn.ax> (10.41)

где а — коэффициент пропорциональности, Ршах — максимальная 
ордината интегральной кривой. При 2 = 0  Р =  0, при z=B  р =  
=  Ртах- Такая же пропорциональность существует и между ча
стями ординаты Ртах И частями полного расхода. Поэтому если 
разделить Ртах на k равных частей, то и Q будет разделен в попе
речном профиле реки тоже на k равных частей. Можно написать

8Q =  4-P-ax. (10.42)

Разделив ртах на k частей и снеся точки деления на график
р (z), а с графика на абсциссу z, получаем на ней точки
деления расхода на k равных частей, т. е. на k струй. Именно 
через эти точки и проводятся параллельно урезам линии тока; 
перпендикулярно к ним проводим ортогональные поперечники, 
стараясь располагать их примерно там, где они были на произ
вольно вычерченном плане, но меняя необходимым образом их 
направление. Путем таких построений получаем уточненную орто
гональную решетку. После этого расчет повторяется тем же спо
собом, с использованием длин клеток I, полученных по новой ре
шетке. Если после второго расчета линии тока и ортогонали не 
смещаются, расчет считается законченным. При необходимости 
расчет следует еще раз повторить. Построенный таким образом 
план течений может быть уточнен при использовании уравнений 
продольного и поперечного равновесия, согласно рекомендациям, 
данным в предыдущем параграфе.

Теперь рассмотрим задачу о построении донных и поверхно
стных струй. Это построение выполняется на основе полученного 
заранее тем или иным способом плана осредненных течений.

Траектории поверхностных и донных струй находятся путем 
учета как продольного Ах, так и поперечного Аг перемещения 
точек. Поперечное перемещение осуществляется за счет попереч-
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ной составляющей скорости, продольное — за счет продольной. 
Если Vx и Vz — соответственно продольная и поперечная состав
ляющие скорости, то продольная и поперечная компоненты пере
мещения Ал: и Az за время А̂  определятся равенствами

A x  =  v^A t;  ]

при построении можно задаться определенными значениями 
Ах, тогда интервал времени At находится из соотношения

Vx

Получаем весьма простую расчетную зависимость для нахож
дения Аг

Az =  - ^ A x .  ( 1 0 . 4 4 )

Поперечная скорость для поверхности и для дна вычисляется 
по формуле Маккавеева, в которой для поверхностной скорости
принимается у—.О, а при вычислении донной поперечной скоро
сти у = 1 .

При построении траекторий донных и поверхностных струй 
значения Ал: откладываются вдоль линий тока осредненного тече
ния, а значения Az в перпендикулярном к ним направлении, т. е. 
вдоль ортогональных поперечников. На рис. 10.11 дан пример по
строения траекторий донных течений. Таким же образом может 
быть построен и план траекторий поверхностных течений.

Г л а в а  X I  

НЕУСТАНОВИВШЕЕСЯ ДВИЖЕНИЕ ВОДЫ 
В КАНАЛАХ И РЕКАХ 

§ 1. Определения. Основные уравнения

Неустановившееся, т. е. изменяющееся во времени, движение 
в открытых руслах проявляется различным образом. Для незаре- 
гулированных рек основным видом неустановившегося движения 
являются паводки, рассмотренные в общих чертах в главе I на
стоящей книги. Для зарегулированных рек характерны волны 
попусков, обусловленные суточной и недельной неравномер
ностью выработки энергии и другими причинами. Формы неуста
новившегося движения многообразны, но наиболее характерным 
для рек видом неустановившегося движения является волна
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перемещения. Такое наименование обусловлено тем, что при 
продвижении волн перемещения в направлении движения могут 
переноситься значительные объемы воды и всегда происходит 
изменение (увеличение или уменьшение) расходов потока по 
сравнению с первоначально имевшими место расходами. Именно 
это происходит при движении волны паводка (или попуска).

Мгновенный профиль волны перемещения характеризуется 
сильной растянутостью вдоль потока и стало быть имеет малую 
кривизну. Элементы потока — расход воды, скорость течения, 
глубина, уклон — при прохождении такой волны изменяются 
медленно. Поэтому неустановившееся движение, обусловленное 
волной перемещения, иначе называют медленно изменяющимся 
неустановившимся движением.

В настоящей главе рассматривается именно такой вид неус
тановившегося движения. Посмотрим, какие формы может при
обретать волна перемещения.

Если при перемещении волны происходит повышение уровня, 
то волна называется положительной, если происходит пониже
ние уровня, волна называется отрицательной. Волна (положи
тельная или отрицательная), перемещающаяся вниз по течению, 
называется прямой волной, а перемещающаяся вверх по реке' 
(против течения)— обратной волной. Прямую положительную 
волну, переносящую увеличение расхода воды вниз по течению, 
обычно называют волной наполнения. Обратную положитель
ную волну, возникающую, например, в верхнем бьефе при пол
ном или частичном закрытии сбросных щитов плотины или ос
тановке турбин, называют волной подпора. Волна подпора 
переносит уменьшение расхода вверх по реке. Прямую отрица
тельную волну называют волной отлива; ее возникновение мо
жет быть обусловлено, например, уменьшением расходов в верх
нем течении реки (в период спада паводка), а в нижнем бьефе 
уменьшением пропуска воды через сооружения. Обратную отри
цательную волну называют волной излива; она возникает 
в верхнем бьефе плотины при увеличении пропуска расходов че
рез сооружения, распространяется вверх по реке и несет с собой 
увеличение расходов.

Передний край перемешающейся (вверх или вниз) волны 
называют фронтом волны, а основную ее часть — телом 
волны. Положительные волны обычно имеют относительно 
крутой фронт, а отрицательные — пологий. При прохождении 
фронта волны изменение гидравлических элементов потока про
исходит относительно быстро, а в пределах тела медленно. Ско
рость распространения волны, в частности ее фронта, назы
вается волновой скоростью. Надо иметь в виду, что не всякая 
волна в речном потоке распространяется с волновой скоростью.

Так, скорость перемещения волн половодья на крупных 
реках обусловлена не только гидравлическими параметрами
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формирующейся волны наполнения, но и условиями ее существо
вания и трансформации при прохождении по руслу и поймам, где 
аккумулируется часть воды, особенно из фронтальной части па
водка, что приводит к уменьщению скорости перемещения дей
ствительного фронта. С другой стороны, происходит подпитыва
ние волны боковыми притоками, пополняющими объем волны 
на протяжении всего или части ее тела.

При теоретическом исследовании неустановившегося движе
ния в качестве основных уравнений используются динамическое 
уравнение движения и уравнение неразрывности, причем потери 
на трение учитываются той же зависимостью, что и при равно
мерном движении. Динамическое уравнение имеет вид

ао d v  , <х а  (г /2 ) г;2 .

d i  +  2 ^  ■ д х  +  С Щ  ’

где / — уклон свободной поверхности, v — средняя по сечению по
тока скорость, t — время, С — коэффициент Шези, R—-гидравли-
'ческий радиус потока, ао и а  — коррективы, учитывающие рас
пределение скоростей в поперечном сечении потока.

Это уравнение отличается от уравнения неравномерного дви-
• щ dv

жения потока тем, что оно содержит величину-------- У^иты-
-I' § ot

вак?щую изменение скорости течения во времени, т. е. инерцию 
водных масс, обусловленную именно неустановившимся характе- 
ромг^вижения. В решениях иногда принимают ао =  а, но чаще 
берут « 0 = 1 . Ниже мы поступаем именно таким образом.

У1^лон /  можно выразить через уклон дна i и частную произ
водную глубины по продольной оси потока х

(11.2)

Введем в уравнение (11.1) расход Q, модуль расхода

/С =  С с о 1 / ^

и учтем выражение (11.2), тогда получим следующую запись 
уравнения неустановившегося двнжения:

,  д Н  1 йг; I а  а  ( v 2 )  , Q 2

^ д х  ~  g  '  д (  2 g  '  д х

При решении задач о неустановившемся движении исполь
зуется уравнение неразрывности, составленное для всего потока 
(см. главу I). Оно имеет вид

d Q  __ R П 1
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Производная, содержащаяся в правой части уравнения, учи
тывает изменение уровня  ̂ во времени. Приращение уровня, ум
ноженное на ширину потока В, равно приращению площади по
перечного сечения ю, поэтому получаем

Т  +  # = 0 -  ( " - 5 )

Для случая широкого прямоугольного русла постоянной ши
рины в уравнения (11.3) и (11.5) можно ввести элементарный 
расход q=Hv, получив следующую их запись:

д Н  \  d v  . а д ( у 2 )  д2
^ л  у  ' о- ■ л /  ~ Г  Оо- ■ Л  у  ~ гд х  g  d i  ^  2 g  д х  ^  С 2 Я З

д Н  , d { v H )  ^

d f  д х

(11.6)

Эта система уравнений, именуемая иногда уравнениями 
Сен-Венана, принимается за основу в ряде решений теоретиче
ских и практических задач о неустановившемся движении жид
кости в широких призматических руслах. В некоторых случаях 
представляется, однако, более удобным применение уравнений 
этой системы, записанных в виде (11.3) и (11.5).

§ 2. Распространение длинных волн при малых подъемах 
уровня в призматическом русле

Излагаемое ниже решение принадлежит Маккавееву, кото
рый выполнил его в связи с задачей теоретического анализа нев
ских наводнений. В решении рассматривается схематизирован
ный процесс; обычно так и поступают при изучении весьма 
сложных явлений. В частности, схематизация распространяется 
и на характер русла, которое принимается широким прямоли
нейным и прямоугольным.

Предположим, что первоначально в таком русле существо
вало неравномерное, но установившееся течение, подчиняющееся 
следующему уравнению движения:

+ т й г = 0 .  (11.7)
2 g  д х  ' d x  ' C ^ H q

Индексом «О» помечены величины, характеризующие устано
вившееся движение в рассматриваемом потоке.

Под влиянием внешнего воздействия, заключающегося, на
пример, в поступлении добавочного расхода через верхний створ 
изучаемого участка потока или в воздействии резко изменяюще
гося атмосферного давления, возникает неустановившееся дви
жение, которое характеризуется изменяющимися во времени и 
по длине потока скоростями V (t, х) и глубинами Н {t, х). Прини
мая, что величины V (t, х) и Н {t, х) на всем участке и во все
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время существования неустановившегося движения весьма мало 
отличаются от величин Уо (х) и Яо (л:), производим в первом и по
следнем членах уравнения (11-7) замену этих величин вышеука
занными

а a(F2) дНо , _

Напишем теперь для рассматриваемого неустановившегося 
движения основное динамическое уравнение

 ̂ +  (И .9 ,g  dt ' 2g дх ' дх ^  С^Н

Вычитая уравнение (И-8) из (11.9), получаем

- i .  . ^  j_ djH-Hp) 
g ' dt ' дх

dVВеличина производной ——  не изменится, если от функции V,
ot

содержащейся над знаком производной, отнять величину ио, неза
висящую от времени; поэтому можем написать

1 -d(V-vo) , д(Н-Но) = 0. (11.10)

Введем понятия добавочной скорости v и добавочного подъ
ема уровня I, которые обусловлены возмущением первоначально 
установившегося потока и приводят к приобретению им харак
тера неустановившегося потока. Очевидно, эти добавочные вели
чины будут выражаться следующими разностями;

=  С =  Я - Я о .  (11.11)
Нетрудно заметить, что уравнение (11.10) относится именно 

к добавочным величинам скорости и уровня, обусловленным тем 
возмущением, которое распространяется в первоначально уста
новившемся потоке. Это уравнение может быть записано так;

Т - Т + : П - = 0 -

Получением этого уравнения Маккавеев показал возможность 
разложения неустановившегося движения на неравномерное ус
тановившееся движение и накладывающееся на него волновое 
движение.

Одновременно с динамическим уравнением (11.12) в реше
нии используется уравнение неразрывности, записываемое для 
добавочных движений в виде

1 ^  +  §  =  0 . (1 1 .1 3 )
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при больших глубинах и относительно малых скоростях до
бавочного движения можно считать, что

Я dv
дх » V

дН
дх

практически принимаем Н =  const. В соответствии с этим
dv

дх дх

И уравнение неразрывности (11.13) записывается так:

Н dv

(11.14)

(11.15)

Выражения (11.12) и (11.15), составляющие систему урав
нений, Маккавеев преобразует, получая одно уравнение в част
ных производных второго порядка. Далее он вводит некоторую 
величину с, определяемую из равенства

ĉ  =  gH, (11.16)

и переходит к новым независимым переменным Xi и хг. Послед
ние связаны с прежним аргументом х следующим образом:

Xx — X — Ct, X2==X-\-Ct.
В конечном итоге Маккавеев получает уравнение

дх2\дхг =  0.

(11.17)

(11.18)

Интегрирование уравнения по Х2, а затем по Xi позволяет по
лучить

(11.19)

где F  (xi) и f  {хг) — произвольные функции соответственно от Х\ 
и дгг.

Введение в уравнения (11.12) и (11.15) переменных xi и Хг, 
подстановка в них значения полученного по формуле (11.19), и 
преобразования приводят к уравнениям:

dv

(11.20)

Запишем выражение полного дифференциала скорости v 

d . - -= ^ d X ,+  ^dX2.
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Подставляя сюда значения производных по уравнениям
(11.20) и выполняя интегрирование, приходим к выражению

где — произвольная постоянная интегрирования. При отсут
ствии волнового движения Ёолновая скорость у =  0, поэтому по
стоянная также оказывается равной нулю. Решение прини
мает вид

v =  -^F{xi)—^f{x2). (11.21)

Если теперь последовательно первый и второй члены правой 
части уравнения (11.19) приравнять нулю, то будем иметь сле
дующие два уравнения мгновенных профилей свободной поверх
ности (мгновенных профилей волны):

(11.22)
^ =  F{x,y,

Уравнения (11.17) показывают, что переменные х\ и Х2 зави
сят от времени и являются подвижными координатами. Просле
дим за перемещением некоторой фиксированной точки одной из 
этих координат (например, xi). Возьмем точку, отвечающую ус
ловию постоянства возвышения уровня  ̂ над положением невоз
мущенной поверхности.

Очевидно, что
C =  /^(Xi) =  const 

может иметь место только при

=  const. (11.23)

Дифференцируя равенство (11.23) и учитывая (11.17), за
писываем

dx̂  =  dx — cdt — 0.
Отсюда находим

4 г  =  -̂
Такие же рассуждения в отношении функции f [хг) приводят 

к равенству
dx
dt =  -с .  (11.25)

Равенство (11.24) определяет перемещение прямой волны, 
распространяющейся со скоростью с относительно неподвижной 
оси X. Равенство (11.25) определяет перемещение обратной
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волны, распространяющейся со скоростью с в сторону отрица
тельных значений оси х. Уравнение (11.19) показывает, что про
стое суммирование подъемов перемещающихся в противополож
ных направлениях волн даст подъем интерферированной волны; 
при этом величина волновой скорости v определяется формулой
(11.21). Волновая скорость v определяет перенос водных масс 
волновым движением, в то время как с определяет скорость рас
пространения волн.

Абсолютная величина скорости распространения волн выра
жается формулой

c =  y j H .  (11.26)

Иначе с называется фазовой скоростью волны, так как 
с этой скоростью происходит перемещение фазы волны: ее 
фронта, максимума, вообще любой точки с фиксированным зна
чением Это положение относится, конечно, к случаю, когда 
волна рассматриваемого вида не подвергается искажающему 
действию внешних факторов, приводящих к ее трансформации.

Если при теоретическом исследовании распространения длин
ных волн не ограничиваться случаем весьма малых возвышений 
t, то формула скорости с принимает иной вид, и вместо вели
чины Я  будет содержать сумму Я +  .̂

В этом случае оказывается, что чем больше возвышение  ̂
в некоторой фиксированной точке волны, тем быстрее переме
щается эта точка. Таким образом, различные точки волны пере
мещаются с различными скоростями, что приводит к трансфор
мации волны при ее движении. Как видим, здесь трансформзг 
ция определяется внутренним для волны фактором; внешние 
факторы, однако, могут вызывать не только изменение интен
сивности такой трансформации, но и изменение ее характера.

, § 3. Длинные волны конечной амплитуды. Метод характеристик

Рассматриваемые в настоящем параграфе теоретические раз
работки выполнены В. М. Маккавеевым и С. А. Христианови- 
чем. Последний предложил широко используемый в практике ме
тод характеристик. В основе теории лежит схема одноразмер
ного движения жидкости в открытом русле, определяемого 
уравнением

’ + ^ - ^ - /  +  т Й г - - 0 .  (11.27)g dt ~  2g дх ' ' C2R

Выразим, как мы уже неоднократно поступали, поверхност
ный уклон I через уклон дна i и производную глубины по длине 
потока

l  =  (11-28)
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В в о д я  о б о з н а ч е н и е

~WR ) 0 1 - 2 9 )

и производя простейшие преобразования, в частности, учитывая,
дН I д(о  ̂ ^

что °  — ширина русла по урезам, ю — пло*
щадь сечения потока), приходим к следуюш;ей записи динамиче
ского уравнения (11.27):

+  01-30)

Далее в решении используется уравнение неразрывности

приводимое к виду

дх dt

^  +  ^ ^  +  “ - £ -  =  0. (11.31)

Тождественность этих, уравнений очевидна, поскольку, Bdt,~ 
=  d(i) и Q =(ou.

Уравнения (11.30) и (11.31) являются основными в рассмат
риваемой теории.

Переходя к исследованию распространения фронта волны, 
дадим чисто математическую трактовку понятию фронта.

Областью интеграла дифференциальных уравнений (11.30) и
(11.31), определяемого решениями ю (х, t) и v (л:, t), будем назы
вать для фиксированного момента времени t такой отрезок оси х, 
вдоль которого значения производных

д(л dta dv dv „п\
Ж ’ -W> -W  ̂ ^  01 .32)

являются однозначными, т. е. не имеют разрыва непрерывности. 
Границу, на которой происходит разрыв непрерывности указан
ных величин, назовем фронтом волны. При этом фронт будет от
делять область одного интеграла от области другого. 

Зависимость

x =  f(t), (11.33)

указывающая положение фронта в момент t, является одновре
менно и закономерностью, определяющей увеличение области 
одного интеграла (откуда перемещается фронт волны) и умень
шение области другого интеграла (в сторону которого распро
страняется фронт). На линии фронта будут происходить такие
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изменения величин со и у, которые не будут давать однознач
ных величин производных

di£> dv
dt И dt

И обнаружат уничтожение второго интеграла и становление пер
вого.

Для определения вида зависимости (11.33) преобразуем ос
новные уравнения (11.30) и (11.31). Предварительно напишем 
выражения следующих полных производных:

d(£>
dt
dv
dt

<?U)
dx

dv dv
dt dt

dx
dt
dx
dt

(11.34)

Подстановка этих равенств в уравнения (11.30) и (11.31) и 
последующие преобразования позволяют получить следующую 
систему уравнений:

dv до) dvdx
IT dx

g_ ___
В ' dx

dv
dx

Здесь величины

+

dv

dx
dt

da

dis)
dx

dt

flfO)

k;

dt

(11.35)

являются искомыми перемен-дх дх
ными, относительно которых решаются уравнения, а стоящие при 
них множители — коэффициентами; величины же правой части 
уравнений являются свободными членами.

Чтобы уравнения (11.35) давали отвечающее фронту неодно
значное решение, необходимо, чтобы одно из них могло бы быть 
получено из другого простым умножением коэффициентов и сво
бодного члена на постоянную величину. Такое условие тожде
ственно условию пропорциональности соответствующих коэффи
циентов уравнений

dx
dt

dv
В dt — k

—(1) /  dx
dt

dw
~dT

Эти равенства могут быть представлены в виде
dx
dt в

dx
dt

dv
dt - k \ = - g_

В
dto
dt

(11.36)

(11.37)

(11.38) 

269



уравнения (11.37) и (11.38;) отвечают фронту волны. Пер
вое из них позволяет найти следующую зависимость производ
ной от пути фронта л: по времени (т. е. скорости распростране
ния фронта): /

^  =  v ± Y ^ .  (11.39)

Следует заметить, что из выражения (11.39) может быть по
лучена формула скорости распространения прямой волны с, 
приведенная без вывода в главе I и в предыдущем параграфе 
настоящей главы. Считая, что высота волны мала по сравнению 
с глубиной водоема, мы вправе принять v ^0.  Учитывая далее,

гг « / , \ dxчто — —Нср и принимая для прямой волны c = ' ( - f ) —— , при- В at
ходим к следующей знакомой нам формуле:

c =  VgH,,.  ,

Выражение для производной волновой скорости v по вре
мени у фронта получаем путем деления уравнения (11.38) на
(11.39), т. е. приходим к следующему соотношению:

dv
~df

уравнения (11.39) и (11.40) называются дифференциаль
ными уравнениями характеристик. Они определяют два семей
ства характеристик, одно из которых отвечает верхнему алгеб
раическому знаку перед радикалами, а второе — нижнему.

Первое семейство характеристик, обозначаемое через W, со
ответствует фронту, распространяющемуся в направлении поло
жительных значений х, т. е.

dx

Находим отвечающий .этому случаю закон изменения скоро
сти

Интегрируем это равенство

v = [ k d t ~ g [ - ^  +  Ĉ . (11.42)YВт
Содержащиеся здесь интегралы с включением произвольной 

постоянной обозначаем через разность двух функций от аргу
ментов  ̂ и (О, придавая выражению t; следующий окончательный 
вид:

г ,= = |( ^ ) _ Х ( с о ) .  (1 1 .4 3 )
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Рассмотрим второе семейство характеристик, которое соот
ветствует фронту,, распространяющемуся в сторону отрицатель
ных значений х.
Обозначим его через й , т. е.

dx  ^
dt

при этом
dv
dt

g
Вш

dw
~df

X

Рис. 11.1. Схема к методу характеристик.

Выполняя интегрирование, записываем

^  =  J^C?^ +  g - J - ^  +  C , , = v i ( 0  +  X(a,); ( 1 1 . 45 )

функции К^) и т] (/) отличаются на постоянную величину.
Дифференциальные уравнения характеристик (11.39) и

(11.40) удовлетворяют исходным дифференциальным уравнениям 
неустановившегося движения независимо от того, находится ли 
в данной точке фронт волны или нет.

Для расчета неустановившегося движения используются диф
ференциальные уравнения характеристик, записываемые в форме 
конечных разностей. Если для некоторых двух элементов (напри
мер, М VI N) величины, определяющие интеграл {хм, tM, им, Vm 
для элемента М и х̂ , со ,̂ Vn д л я  элемента N), оказываются 
известными, то представляется возможным найти величины {хр, 
tp, (Ир, vp) нового элемента Р (рис. 11.1).

Перемещаясь по закону характеристики первого семейства 
вдоль оси д: от элемента М, согласно уравнениям

dx=Wdt, dv-\-d\=d% (1 1 -4 6 )
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(где dl=kdt), а затем от элемента N — по закону характеристик 
второго семейства, т. е. на основании уравнений

dx =  Q di; dv — dl =  dy] (11.47)

(где dr\ — kdt), приходим в некоторый момент времени tp в одну 
и ту же точку Хр и получаем остальные величины (сор и Vp) в эле
менте Р (рис. 11.1).

Расчетные формулы, позволяющие выполнить указанные 
выше вычисления, записываются следующим образом:

— -Ср =  ЛГдГ -|- йдг Д̂ дгр ; ■ (11.48)

tp =  t[̂ -\- Atĵ p; 'flp = 'flN  ̂Atf̂ p.

Величины Im и T)jvr вычисляются по соотношениям

 ̂(“/и); '^А'= — ^(“Af)- (11.49)

Величины Vm, v̂ , (£>м и cojv, как указано выше, предполага
ются известными. Приращения времени и А^^р определя
ются из первых двух пар уравнений (11.48), а оставшиеся урав
нения используются для нахождения |р  и т]р.

Далее переходим к определению vp и сор. Обращаясь к урав
нениям (11.43) и (11.45), применяем их к рассматриваемому слу
чаю, записывая следующим образом:

=  г)р-j-X (сйр); y]p =  Vp — X(<i>p).
Исключая отсюда X (сор), находим

p̂- ^ ( ^ p +  Vp); (11.50)

с другой стороны, будем иметь

Далее по функции Я (©р) можно вычислить сор. Итак, для элё- 
мента Р оказываются вычисленными все искомые величины (хр,
tp, (йр, Vp).

Аналогичным образом по заданным величинам элементов N и 
R (см. рис. 11.1) вычисляются величины элемента S. По вычис
ленным величинам элементов Р я S находятся величины эле
мента F я г. А- Таким путем по заданным в начальном сечении 
потока (.г'о) элементам неустановившегося движения может быть 
построена сетка характеристик, даюш,ая решение для всего рас
сматриваемого участка потока и интересующего нас промежутка 
времени.
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Изложенный метод применим только для участка волны, не 
выходящего за пределы фронта. На линии фронта производные 
функций по X и  ̂терпят разрыв непрерывности, что и делает не
применимым метод конечных разностей.

§ 4. Метод мгновенных режимов

Разработка основ метода мгновенных режимов принадлежит 
Н. М. Вернадскому. Дальнейшее развитие метода осуществлено 
в трудах В. А. Архангельского, Я- Д- Гильденблата, а примени
тельно к случаю неустановившегося течения, осложненного воз
действием ветра, — в работе автора настоящей книги.

Не останавливаясь детально на методе мгновенных режимов 
и его модификациях в трактовке различных авторов, рассмотрим 
лишь его общую схему. Поскольку расчет ведется с применением 
конечных разностей, метод не предусматривает решения таких 
задач, которые связаны с продвижением фронта волны. Тем не 
менее, если нарушения, обусловленные продвижением фронта, 
невелики или ими можно пренебречь в рассматриваемом конкрет
ном случае, то метод мгновенных режимов может применяться 
как приближенный.

В основе метода лежат следующие два уравнения: уравнение 
неразрывности в виде

И динамическое уравнение, которое записывается в наиболее про
стом виде, не включающем инерционные члены, обусловленные

( dv \
изменением скорости во времени j и в пространстве

Принимается, что эти члены при рассматриваемом виде
неустановившегося медленно изменяющегося движения прене
брежимо малы. Используемое в решении динамическое уравне
ние имеет вид

/  =  - g - ,  (11.53)

здесь, как и ранее, через I обозначен уклон свободной поверхно
сти, а через К — модуль расхода, причем

к ^ ^ с у н .

Выражая уклон через отношение падения Аг к длине участка 
реки Ал; и решая уравнение (11.53) относительно расхода, полу
чаем

Q = ± ] / ^ .  (1 1 .5 4 )

18 Караушев А. В. ' 273



Модуль сопротивления как мы знаем, определяется фор
мулой

„ А х

в формуле (11.54) содержится абсолютная величина падения 
|А г |. Знак расхода ( ± )  определяется знаком падения: если па
дение Д г > 0 , то расход Q положителен (знак + ) ,  если A z < 0 , то 
Q отрицателен. Падение является положительным, если в направ
лении оси X, совпадающей с направлением течения реки, уровень 
 ̂ снижается. Если уровень повышается вдоль х, падение будет 

отрицательным и, естественно, в этом случае расход Q окажется 
направленным в сторону отрицательных значений оси х. Послед
ний случай отвечает перемещению обратной положительной 
волны.

Рис. 11.2. Нумерация профилей и, участков при расчете 
неустановившегося движения методом мгновенных ре

жимов.

Для упрощения записи формул введем обозначение
1

ут ■
Формула (11.54) приобретет вид

(11.55)

Q =  +  '/i1/|A 2 | .. (11.56)
Часть реки, для которой предполагается выполнить расчет не

установившегося движения, делится поперечниками г, t - f l ,  i+ 2  
и т. д. (рис. 11.2) на расчетные участки /, /+ 1 , / + 2  и т. д. оди
наковой длины Ах. Ось л: располагается вдоль динамической оси 
потока. Средние линии участков на рисунке показаны пунктир
ными поперечниками. Номера этих поперечников совпадают с но
мерами участков.

Исходные для расчета величины Q и относящиеся к началь
ному поперечнику to, задаются в виде графиков или таблиц функ
ций Qo{t) и ^о(^). Для средних профилей всех участков (/, /+ 1 ,  
/+ 2  и т. д.) вычисляются при разных уровнях значения пло
щади зеркала участка £2 и величины т) [по формуле (11.55)]. 
Величина представляет собой средний на участке уровень, 
равный полусумме уровней в начале и конце участка. Строятся
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графики или таблицы функций Q (^*) й т)(^*). Заметим, что 
в первом приближении можно принимать 0, =  вкх (где В — сред
няя ширина участка). При значительной извилистости русла ве
личину Q лучше находить планиметрированием.

Применим к двум соседним расчетным участкам уравнение не- 
разрывности (11.52). Одним из аргументов уравнения является 
время t. Мы будем фиксировать состояние потока через равные 
расчетные интервалы времени М, поэтому, представляя указан
ное уравнение в форме конечных разностей, напишем соответст
венно для /-того и для /+ 1  участков:

(Qi, ft Q<-i. ft); A.y j, g;
(Qj-fl, k ~  Qi, k)j+l At =  — Ly

где индекс «й» указывает момент времени (4 ) и соответствует 
номеру интервала td, для которого производится вычисление. 
Величина AtVj,  ̂ выражает изменение во времени объема воды 
в пределах участка /, происходяш;ее за интервал At. Например, 
можно написать

Изменение объема воды на участке обусловливает соответст
вующее изменение среднего уровня, обозначаемое через Для 
участков / и / -)- 1 для интервала k записываем

(11.57)

Д V “г  ft

^ V b f t
(11.58)

“Л-ь ft
Именно на эти величины к концу ^-того интервала на рассмат

риваемых участках изменятся средние уровни, обозначаемые че
рез Поскольку конец данного интервала А̂  совпадает с нача
лом следующего, мы вправе написать

4+i,k + i=4+i,k-ri^i4+i,k-i
Найденные значения уровней для поперечников / и /+ 1 , сов

падающих с серединами участков / и / +  1, позволяют вычис
лять между поперечниками падение свободной поверхности, ко
торое определяет гидравлику потока на i-том поперечнике 
(рис. 11.2) в интервал времени  ̂+ 1 .  Поэтому падению припи
сываются индексы j и й +  1

к+1 =  Су, А+1 — fe-M • (11 -60)
Теперь по динамическому уравнению могут быть вычислены 

значения расходов воды Q, содержащиеся в формулах (11.57).
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Записываем указанное уравнение применительно к соответствую
щим расчетным участкам и интервалам времени; 
для интервала k

Qi+ь k — i  k V I Д г̂+1, i
и T. д.,
для интервала k-\-\

Qi, k+l  i  'ЧЬ, ft+1 V~I k+\ I
Q(+i, ft+i — ±  '■'li+i. k+\V I k+l i

(11.62)

и T. Д.
Вычисления выполняются по интервалам времени М последо

вательно вдоль потока, начиная от начального поперечника, где 
функция Qo(Q является заданной и поэтому величины Q не вы
числяются, а принимаются по таблице или по графику. Произведя 
вычисления для всех участков вплоть до конечного, возвращаемся 
к участку /  и выполняем расчет для следующего интервала вре
мени М.

Расчет ведется в такой последовательности; интервал пер
вый— вычисляются приращения объемов [формулы (11.57)], при
ращения уровней по времени— (11.58); интервал второй — 
средние уровни на участках — (11.59), падения— (11.60), рас
ходы— (11.61), приращения объемов — (11.57), приращения 
уровней во времени — (11.58); интервал третий — средние уровни 
на участках, и т. д.

Для первого интервала времени на входном створе расчет
ного участка /, как указано выше, принимается значение расхода 
по таблице начального створа, а для всех остальных поперечни
ков принимаются расходы, отвечающие установившемуся ре
жиму, имевшему место до начала неустановившегося движения; 
уровни в начале расчета принимаются равными соответствующим 
уровням установившегося режима. Выполняя далее расчет, мы 
будем получать новые значения уровней и расходов. Продвиже
ние новых значений происходит от участка к участку, не быстрее, 
однако, чем на длину одного расчетного участка Ах за один ин
тервал времени At.

Внутри каждого интервала At движение принимается неиз
менным во времени. Для всей рассматриваемой части реки рас
чет дает мгновенную картину течения (величины  ̂ и Q), изме
няющуюся скачкообразно при переходе от интервала к интер
валу. Указанные обстоятельства определили наименование рас
сматриваемого метода, как «метода мгновенных режимов».

В результате вычислений, выполненных в указанной выше по
следовательности, получают таблицу значений Q и  ̂ для всех 
участков и всех расчетных интервалов времени. Из этой таблицы
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производят выборку величин для определенных пунктов, распо
ложенных на реке, и определенных моментов времени.

Расчеты неустановившегося движения, выполняемые как ме
тодом характеристик, так и методом мгновенных режимов, отли
чаются большой трудоемкостью, поэтому в последние годы 
разработаны способы, предусматривающие использование элек
тронных вычислительных машин для таких расчетов. Методы 
применения электронных машин излагаются в специальных дис
циплинах, посвященных вопросам кибернетики, составлению ал
горитмов, программированию, теории счетных машин и т. д. Все 
это выходит за рамки настоящего курса и здесь не рассматри
вается.

Детально ознакомиться с методами расчета неустановивше
гося движения в реках можно по практическому пособию «Рас
четы неустановившегося движения воды в реках», составленному 
в 1967 г. в Государственном гидрологическом институте М. С. Гру
шевским.

Г л а в а  XII
РАСПРОСТРАНЕНИЕ РАСТВОРОВ И ТЕПЛА В ПОТОКАХ 

§ 1. Вводные замечания о перемешивании водных масс в реках
В турбулентных потоках явлению пульсации скоростей сопут

ствует перемешивание водных масс; примеси, попавшие в ту или 
иную часть речного потока или водоема, имеющего заметное те
чение, увлекаются течениями и под влиянием турбулентного пере
мешивания распространяются в смежные струи потока. При этом 
происходит процесс разбавления примесей и в определенных ус
ловиях на более или менее значительном расстоянии от места 
поступления раствора или сброса промышленных или хозяйст
венных сточных вод концентрация значительно снижается и при
месь может стать практически незаметной. Процесс турбулент
ной диффузии сопровождается и биологическими процессами 
обезвреживания, которые в свою очередь могут быть связаны 
с кинематическими условиями потока.

Разбавление сточных вод сопровождается размножением и 
гибелью микроорганизмов, распадом органогенных веществ (по
следних особенно много в промышленных стоках бумажно-цел- 
люлозных заводов и др.). Происходит окисление органических 
веществ, причем кислород потребляется из воды. Пополнение его 
запаса происходит за счет аэрации через свободную поверхность, 
протекающую особенно интенсивно при бурном режиме течения, 
а также за счет турбулентного переноса из смежных менее за
грязненных объемов воды и благодаря деятельности водорослей,
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если они оказываются способными развиваться при данной сте
пени загрязнения.

В результате процессов разбавления сточных вод, аэрации, 
биологических и химических процессов происходит очищение по
токов, или, как говорят, самоочищение. В определенных условиях 
самоочищение может быть практически полным. Самоочищение 
оказывается сильно затрудненным или даже невозможным, если 
сточные воды содержат заметное количество устойчивых ток
сичных веществ. Некоторые из таких веществ даже при самой 
минимальной концентрации делают воду непригодной для быто
вого потребления, для жизни рыб, водорослей и т. д. Именно 
поэтому при проектировании очистных сооружений промышлен
ных предприятий особое внимание обращается на очистку сточ
ных вод от токсичных веществ.

Гидравлическое решение задачи о загрязнении и самоочище
нии предполагает установление характера распространения и 
степени разбавления устойчивых химических примесей, однако 
это решение может оказать существенную помощь и в выяснении 
всего комплекса явлений, если удается каким-то образом чис
ленно установить характеристики биологических процессов, в ча
стности интенсивности поглощения кислорода, размножения бак
терий, распада органических веществ и т. д.

Проблема самоочищения потоков имеет огромное практиче
ское значение, поэтому ей посвящено большое количество на
турных и теоретических исследований. Расчетные методы оценки 
процессов разбавления сточных вод предложены рядом иссле
дователей (В. А. Фроловым, И. Д. Родзиллером, А. А. Руф- 
фельем, автором настоящей книги и др.). Эти методы применя
ются при проектировании сбросов сточных вод в реки, озера и 
водохранилища. Расчеты разбавления позволяют наиболее обо
снованно сделать выбор места сброса сточных вод и выявить 
требования к степени и характеру их очистки.

Рассматриваемые в настоящей главе методы расчета турбу
лентной диффузии могут быть использованы при решении сле
дующих практических задач: 1) о распространении и разбавле
нии сточных вод в реках и водохранилищах, 2) о перемешива
нии растворов при измерениях расходов воды методом смеше
ния (или, как иначе его называют, химическим методом), 
3) о смешении водных масс реки и ее притока ниже места их 
слияния. Эта последняя задача также имеет большое практи
ческое значение при оценке качества воды применительно к за
дачам промышленного, сельскохозяйственного или бытового во
доснабжения.

Конечный эффект перемешивания может быть оценен при ис- 
1юльзовании приводимых ниже весьма простых соотношений, 
основанных на уравнении баланса вещества, которое имеет вид

• ^ e Q  +  * C T Q c T  =  ' S n ( Q  +  Q c t ) -  ( 1 2 . 1 )
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Здесь Q — секундный расход потока (реки), QСТ — рзсход
СТОЧНЫХ вод, 5е — естествбнная концентрация рассматриваемого 
вещества в речной воде, Sct — концентрация этого вещества 
в сточных водах непосредственно перед их выпуском в реку, 5ц — 
концентрация вещества в потоке ниже места выпуска сточных 
вод в створе достаточного перемешивания, т. е. там, где благо
даря перемешиванию распределение рассматриваемого вещества 
в поперечном сечении потока оказывается практически равно
мерным. Значение Sa определяется непосредственно по уравне
нию (12.1), приводимому к виду

SeQ +  SctQct
Q -Ь Qc

(12.2)

Уравнение (12.1) используется и при определении расхода 
воды методом смешения. Если в реку выпускается раствор — ин
дикатор с концентрацией Sp и расходом Qp, то вычисление рас
хода реки Q производится по следующей формуле, получаемой 
непосредственно из уравнения (12.1):

(12.3)

При весьма малом расходе сточных вод или раствора (Qct<CQ’ 
или Qp<CQ) и отсутствии в речной воде того вещества, которое 
вносится в реку со сточными водами (se = 0 ), формулы (12.2) и 
(12.3) приводятся соответственно к равенствам

с __  ^ ctQ ct (1 2  4 )
Q

Q =  ^ Q p .  ( 1 2 . 5 )

Чтобы получить значение расхода воды в реке Q, необходимо 
знать Qp и концентрацию Sp выпускаемого в реку раствора, изме
рить концентрацию Sn в створе достаточного перемешивания и 
естественную концентрацию выпускаемого в реку вещества Se 
выше створа выпуска. Возникает задача — отыскать расстояние 
от створа выпуска до створа достаточного перемешивания. Для 
решения этой задачи производится расчет турбулентной диффу
зии (или, как иногда говорят, расчет разбавления). Та же задача 
решается и применительно к сточным водам.

Расчет разбавления сточных вод и растворов выполняется 
в весьма широкой постановке, позволяющей получить не только 
створ достаточного перемешивания, но и полную картину рас
пределения концентрации в потоке. Для расчета используется 
дифференциальное уравнение турбулентной диффузии, которое 
в зависимости от характера потока и особенностей решаемой
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задачи записывается с теми или иными упрощениями. Так, напри
мер, при отсутствии поперечных скоростей (&j/ =  yz= 0), равен
стве нулю гидравлической крупности частиц (ы = 0 ), неизменно-

/ ds \
сти процесса разбавления во времени = 0 j, допустимости
принятия постоянства коэффициента турбулентного обмена А 
уравнение диффузии записывается в виде

ds
дх =  -^А d̂s

+
d2s (12.6)

Здесь S — концентрация внесенного в поток вещества, выра
жаемая в г/жз, кг!м̂  или в других единицах. Расчет выполняется 
методом конечных разностей. В качестве граничных условий ис
пользуются выражения

= 0 ; '(‘? Л . о = -  4 - Д

{gs)z.O=- g

ср

‘ср

ду

ds
(12.7)

показывающие, что перенос растворенного вещества через по
верхности, ограничивающие поток (через дно, свободную поверх
ность, боковые стенки), равен нулю; q$ здесь обозначает секунд
ный расход вещества через единицу площадки; нормаль этой пло
щадки (показанная за скобками) соответственно у или z. По
скольку ни в одной точке турбулентного потока коэффициент А 
не может быть равен нулю, граничным условиям (12.7) удовлет
воряют такие равенства:

( ds \ ( ds \
[ду1 -[ -дГ 1 =  0. (12.8)

Индексом «О» помечены значения производной у граничных 
поверхностей потока.

Условия отсутствия переноса вещества за пределы потока 
тождественны условию постоянства его расхода Qs =  QctSct, ко
торое выражается следующим образом:

=  J s-t) rfto =  const. (12.9)

Интегрирование производится по всей площади поперечного 
сечения потока ®. Формула (12.9) используется для контроля рас
чета диффузии, выполняемого методом конечных разностей.

Начальное условие при расчете может задаваться следующим 
образом: в виде распределения концентрации на начальном попе
речнике, в виде расхода и концентрации поступающего в поток 
раствора или сточных вод и места их выпуска.
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§ 2. Уравнение установившейся турбулентной диффузии 
в форме конечных разностей

Запишем дифференциальное уравнение установившейся тур
булентной диффузии (12.6) в форме конечных разностей, заменяя 
пока чисто формально дифференциалы ds, dx, dy и т. д. малым» 
конечными разностями, или, как их иначе называют, конечными 
приращениями As, Ах, Аг/ и т. д.

Ах
^

Ду2 ”Г Д̂ 2 (12.10>

Разности концентрации s, взятые по оси х, обозначены через 
А.г-5, а разности по оси у — через A^s.

О

У///А
■У к.п .т W

X  = OCk

■ z

^k+i,n,m
'V//A

X ^ X ] ( + ,  = X k  +ДХ

Рис. 12.1. Сетка к расчету турбулентной диффузии. (Пространственная
задача.)

Разделим всю изучаемую область потока вдоль направленной 
по течению оси х поперечными сечениями, отстоящими одно от 
другого на расстояния Ах и параллельными плоскости yOz. Кри
визной потока при таком делении будем пренебрегать. Далее, 
разделим ту же часть потока вертикальными плоскостями, парал
лельными плоскости хОу и находящимися на расстояниях Az друг 
от друга. В вертикальном направлении рассматриваемую область 
потока разделим плоскостями, параллельными плоскости хОг 
с расстояниями между ними Ау.

Таким образом, вся интересующая нас часть потока окажется 
разделенной на равные прямоугольные параллелепипеды объ
емом AxAyAz каждый. Схема такого деления в плоскости г/Ог по
казана на рис. 12.1, где вычерчены две плоскости, находящиеся 
друг от друга на расстоянии Ах. Очевидно, что между центрами 
тяжести соседних параллелепипедов расстояние в направлении
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оси X будет Ах, в направлении оси у — Ау и в направлении 
оси Z — Az.

Пронумеруем параллелепипеды вдоль координатных осей. 
Каждый параллелепипед получит три номера; один по оси х (обо
значаем через к), второй по оси у (обозначаем п) и третий по 
оси Z (обозначаем т). На рис. 12.1 показаны параллелепипеды 
с номерами; к, п — т\ к, п, т— \-, к, п, т, , к I, п, т
и т. д.

при выполнении расчета пользуются значениями концентра
ции S в центрах тяжести выделенных параллелепипедов. Этим 
концентрациям приписываются те же номера (индексы), что и 
параллелепипедам, т. е. записывают; Sk,n-i,m, Sk,n,m, Sk+i,n,m, 
и т. д. Концентрации показаны на рис. 12.1, где предпола
гается, что плоскости уОг проходят через центры тяжести соответ
ствующих рядов параллелепипедов. Прямоугольники, которые 
образуются при пересечении параллелепипедов плоскостями yOz, 
проходящими через их центры тяжести, будем именовать расчет
ными прямоугольниками, или расчетными клетками. Совокуп
ность таких прямоугольников назовем расчетной сеткой. Заме
тим, что рассматриваемый ниже метод расчета, основанный на 
использовании уравнения, записанного в конечных разностях, 
иногда именуют методом сеток.

Пользуясь обозначениями рис. 12.1, напишем выражения пер
вых и вторых производных, содержащихся в уравнении (12.10). 
Первые частные производные по х, у и z запишутся так;

Ах
п, т___ п, т

Ах

____ ^ k ,  « 4 - 1 .  т п, т .Ау Ау
__ k̂i п, т+1 п, т

Az Аг

(12.11)

Найдем вторую производную s по у

Д у 2

A„SУ" _
A..S

Ду /з Ау Jl 
Ау

Вводя сюда значения первых производных, пишем

к, «4~Ь т___ к, п. т____ к, п, т___ к, п~1, тАу Ау
Д у 2  Д у

После простых преобразований получаем
his
Ау2

^k, п+1, т ^к, п—1> т к< п, т
Ду2 ( 1 2 . 1 2 )
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п, пг+1 п, т—1 п, т /1 9. 1~К  ̂=  Дг2 • V • /

Подставляем значения производных в уравнение (12.10)

I /O  „ Г 1 /„ IАх ' ’YWc Ду2  ̂ I

А н ал оги ч н ы м  о б р а з о м  з а п и ш е т с я  в т о р а я  п р о и з в о д н а я  s  п о  2

~\~^к,п—\,т  „  ̂^ ) - [ -  д ^ 2  (^ft, л, m + l  “Ь п. т —1 ^, ^ ) .(12.14)

Принимая, что расчетная сетка составлена квадратами, т. е., 
что Ay — Az, записываем

5'^ср I „ I
, '^ft+1. п,т' к̂, п, т

~f" Я| m + l я. m—1 « 1 m )'

Вводя обозначение

приходим к следующему выражению:

®й+1. «■ т ® (^fti и + Ь  m Н~ ^к, л—1> m ”1~ '̂ fei п, m + l “ Н

+  ^..«,m-i) +  ( l - 4 a ) s . ,„ ,m -  (12.16)
Полученное уравнение позволяет производить расчет распре

деления концентрации s в каждом последующем сечении потока 
по данным о распределении s в предыдущем сечении. Для упро
щения расчета целесообразно подчинить величину а определен
ному условию, именно принять

а =  ± ,  (12.17)

что приводит к равенству
1 _ 4 а  =  0.

Уравнение (12.16) при этом принимает вид

^ f t+ l .  п, т 4  ■ {^к, л+ 1 , тп I л—1» тп п,,пьЛ-\ » п, т—\). (12.18)

Как видим, концентрация в клетке k +  1, п, т (на рис. 12.1 
эта клетка заштрихована) находится как среднее арифметиче
ское из концентраций в четырех клетках: й, /г +  1, т ,  k,n— 1, т, 
к, п, т-\-I, k, п, т—1 предыдущего сечения (на рисунке эти 
клетки заштрихованы). Расчетная зависимость (12.18) позволяет 
произвести расчет концентраций в клетках последующего сечения
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по распределению концентраций в клетках предыдущего се
чения. Расстояние Ал: между указанными сечениями оказывается 
при этом строго определенным зависимостью {12.17), согласно 
которой

Рассмотренные здесь формулы позволяют получить распреде
ление концентрации по длине, ширине и глубине потока при не
изменном во времени режиме потока и постоянстве расхода и 
концентрации выпускаемого в поток вещества, т. е. получить уста
новившееся пространственное поле концентрации.

Ввиду некоторой громоздкости расчета, выполняемого по 
схеме пространственной задачи, в ряде случаев можно применить 
•формулы, отвечающие плоской задаче. Такая возможность появ
ляется, например, при выпуске раствора в поток, имеющий отно
сительно малую глубину, т. е. когда Я<С5, где S  — ширина 
потока. В этом случае перемешивание по глубине осуществляется 
во много раз быстрее, чем по ширине, и главный интерес при рас
чете разбавления представляет вопрос о распространении выпу
скаемого вещества по ширине потока. По глубине при таком рас
чете концентрация считается неизменной.

Плоская задача об установившемся разбавлении (в горизон
тальной плоскости) решается при использовании уравнения тур
булентной диффузии, записанного таким образом:

as 2̂5 ^^2.20)
дх fWcp

{xOz — горизонтальная плоскость).
В конечных разностях это уравнение записывается так:

5ft+b;.'=a(Sft,,„+i +  %™-i) +  (l -2 a )S ;,,^ ;  (12.21)
здесь

^ =  1 ^ -  02.22)

Принимая

а = 4 - ,  ( 1 2 . 2 3 )

(12-24)

т. е. полагая, что Ах и ‘Ау связаны соотношением

Wcp^ 
i c p

Приходим к следующей расчетной формуле:

•^й+ь т  =  т + 1  ( 1 2 .2 5 ) ,
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Отсюда ясно, что концентрация в центре тяжести клетки 
( ^ + 1 ,  т) в сечении k-\-\ равна среднему арифметическому 
из концентраций в двух клетках, соприкасающихся с клеткой 
{k, т) в предыдущем сечении k. При расчете поток в плане раз
бивается сеткой, каждая вертикальная линия которой отвечает 
определенному поперечному сечению и предполагается отстоящей 
от предыдущей и последующей на длину Ax. Расстояние между 
горизонтальными линиями равно Az.

т-А^ т-З т -2 т -1 т m+t т+2 т+-3 т+^

Рис. 12.2. Расчет турбулентной диффузии графиче
ским методом Э. Шмидта.

При решении плоской задачи о диффузии раствора в потоке 
может быть использован графический метод Э. Шмидта, разра
ботанный им применительно к задачам теплопроводности, но 
вполне пригодный для расчета диффузии. Рассмотрим этот ме
тод на следующем конкретном примере.

На рис. 12.2 сплошной кривой показано распределение кон
центрации по ширине прямоугольного канала в сечении k. Тре
буется найти распределение концентрации в сечении 1, в по
следующих сечениях и определить расстояние между этими сече
ниями, если известно, что при разбивке потока на расчетные 
клетки использовано равенство (12.24).

На рисунке отложена полная ширина канала В и показана 
разбивка ее на равные элементы Az. Концентрации даны в сере
динах элементов Az, середины элементов показаны пунктирами 
т,т— 1, /п -f- 1 и т. д. Если концентрации на пунктирных линиях 
m и т  +  2 соответственно равны величинам Sh,m и Sfe,m+2, то,
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очевидно, среднее арифметическое из них равно отрезку, распо
ложенному на пунктире т + 1  и заключенному между осью 
абсцисс и прямой, соединяющей точки Sk, т и Sh, т+2- Это среднее 
значение есть не что иное, как концентрация в сечении k +  1 
в точке m +  1.

Таким образом, чтобы получить распределение концентрации 
для некоторого профиля, отстоящего от данного на Ал: вниз по те
чению, следует соединить прямыми линиями точку т  — 4 (где 
5 =  0) с точкой Sh,m-2, ТОЧКу Sk, т- 3  С ТОЧКОЙ Sk, m-i И Т. Д. ЧереЗ 
одну. На пересечении прямых с пунктирными линиями т  — 3, 
т — 2 и т. д. получим точки Sk+l, т-З, Sk+1, т- 2  и т. д., которые и бу
дут давать искомое распределение концентрации в сечении k +  l. 
Исходя из этого нового графика, таким же способом можно полу
чить следующий, и так до тех пор, пока не будет найдено распре
деление концентрации на всем исследуемом участке потока.

Расстояние Ал: между поперечниками, очевидно, находится 
по формуле (12.24) при подстановке туда численных значений 
гидравлических элементов потока и принятой величины Az.

Достоинством графического метода является его наглядность, 
для расчета же удобнее пользоваться табличным методом, когда 
все значения концентрации вписываются в расчетные клетки, рас
положенные в таблицах в таком же порядке, в каком они нахо
дятся на плане потока (в плоской задаче) или на его поперечных 
сечениях (в пространственной задаче).

§ 3. Учет граничных и начальных условий при расчете
диффузии

Рассмотренные в предыдущем параграфе формулы являются 
достаточными для расчета турбулентной диффузии в потоке на 
некотором удалении от ограничивающих поток стенок при задан
ном распределении концентрации на начальном поперечнике. 
Когда раствор достигает стенок, то для расчета диффузии наряду 
с этими формулами следует использовать соотношение, учиты
вающее особое условие у стенок. Это условие определяется равен
ством (12.8), которое в конечных разностях для поперечной оси 2 
записываем так:

= 0 .  (12.26)
/ гр.пов

Поле концентрации, а вместе с тем и расчетную сетку можно 
условно распространить за пределы потока, т. е. проэкстраполи
ровать концентрацию за ограничивающие поток поверхности. 
При этом экстраполяционное значение концентрации в клетке, 
примыкающей к внешней поверхности стенки «экстр и значение 
концентрации Si в клетке, находящейся в потоке и примыкающей 
к внутренней поверхности стенки на том же поперечнике
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(рис. 12.3), должны удовлетворять условию (12.26). Это воз
можно только в том случае, если

'̂ экстр =  ' 1̂- (1 2 .2 7 )

Соотношение (12.27) определяет правило экстраполяции кон
центрации раствора. То же правило действует для экстраполя
ции S через поверхность дна и свободную поверхность потока, 
если расчет диффузии выполняется для вертикальной плоскости.

При расчете диффузии по формулам (12.18) и (12.25) экстра
поляционные значения используются так, как если бы это были

Экстр.
Бок. стенка

I

т-2
т-1

т
т + /

т +2

ш

■У к, т- 2

/Зк,т+1̂  / / / у ̂   ̂/

/Зк-и,т/

Рис. 12.3. Сетка к расчету турбулентной диффузии. (Пло
ская задача.)

действительные значения концентрации. Это наглядно демонстри
руется на рис. 12.3, где стрелками показаны величины, исполь
зуемые при нахождении Sk+i,m и Sft+i. i, именно

^ k + l ,  1 9 экстр ^ k ,  2)-

Остановимся теперь на учете начальных условий при задании 
места выпуска раствора, его расхода Q p  (или Q ct) и  концентра
ции выпускаемого вещества Sp (или Sct). Эти значения концент
рации называем начальной концентрацией.
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На плане потока пока&ывается место выпуска раствора или 
сточных вод и через него проводится начальный поперечник. Д а
лее, ниже по течению, поток схематизируется и делится на рас
четные клетки. Скорость течения струи раствора в месте его впа
дения в поток принимается равной скорости течения потока Ипот- 
Далее находится площадь поперечного сечения б струи раствора 
в месте его впадения

8 =  - ^ .  (12.28) %от  ̂ ’
Если решается плоская задача и при том выполняется расчет 

распределения концентрации в плане потока, то из соотношения
(12.28) находят величину Az. Делается это на основании следую
щих соображений. Ширина струи раствора, впадающей у берега, 
на начальном профиле должна быть равна не менее чем ширине 
одной расчетной клетки. При впадении струи в поток на некото
ром удалении от берега ее начальная ширина должна равняться 
ширине не менее чем двух расчетных клеток.

Ширину струи раствора (или сточных вод) находим из сооТ' 
ношения

Я е р ^ п о т  ’ ( 1 2 - 2 9 )

где глубина Яср и скорость Ипот характеризуют средние вели
чины для рассматриваемого участка реки.

При впадении струи раствора у берега наибольшая допусти
мая величина Az находится из соотношения

При впадении струи в удалении от берега наибольшая вели
чина Az определяется равенством

При выполнении расчета турбулентной диффузии составля
ются расчетные таблицы, расчетная сетка. Клетки, попадающие 
в струю раствора на начальном поперечнике, заполняются циф
рами, выражающими начальную концентрацию раствора, осталь
ные клетки — цифрами, выражающими естественную концентра
цию вещества в реке (в частном случае это может быть нулевая 
концентрация).

Заметим, что расчет разбавления сточных вод можно вьшол
нять и относительно общего фона, создаваемого естественной кон
центрацией рассматриваемого вещества в реке. В этом случае 
за расчетную концентрацию вещества в сточных водах прини
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мается разность между действительным его содержанием в сточ
ных водах и естественной концентрацией. Это позволяет в рас
четах естественную концентрацию принимать равной нулю, 
а исправление на Se вносить в окончательный результат рас
чета.

При решении пространственной задачи количество расчетных 
клеток в начальном сечении струи раствора подбирается в зави
симости от того, какое место занимает струя в поперечном сече
нии потока. В отдельных случаях берут 2—4—9 клеток. Расчет 
для последующих профилей должен давать плавное распределе
ние концентрации. При получении скачкообразного распределе
ния S необходимо увеличить число клеток в струе, т. е. уменьшить 
их размеры (величины Аг/ и Az), следя за соблюдением условия 
неразрывности.

Рассмотренные здесь правила нахождения величин Ау и Az 
обычно приводят к получению относительно малых значений этих 
величин, поэтому на начальном участке потока количество рас
четных клеток получается большим, а «шаги» расчета (т. е. ве
личины Ах) малыми. Чтобы упростить расчет на последующих 
участках, через несколько расчетных интервалов Ах производят 
объединение клеток по ширине или соответственно по сечению 
(по 2, по 4 клетки и более) и осреднение концентрации в объеди
ненных клетках для получения значений s в центрах тяжести но
вых клеток. Получив таким образом новое деление потока по ши
рине или соответственно по сечению, вычисляют новые значения 
Ах и продолжают расчет. Такую операцию объединения можно 
повторять несколько раз.

§ 4. Учет поперечных течений при расчете диффузии

При преобразовании основного уравнения турбулентной диф
фузии было использовано предположение о приближенном равен
стве нулю поперечных составляющих скорости Vy hVzH получено 
для пространственной задачи, взятой при известных ограниче
ниях, уравнение

ds я  А / d^s , d'̂ s___^   ̂ ( d'̂ s I____
dx 7 \  ' dz^

Приближенное решение этого уравнения может быть выпол
нено методом сеток. Использование указанного метода открывает 
возможность учета внутренней циркуляции (величин Vy и Vz, ко
торыми первоначально пренебрегали). При этом использование 
особого приема позволяет сохранить неизменными расчетные 
уравнения.

Будем рассматривать случай, когда Vx значительно больше, 
чем Vy и Vz. Введем новую криволинейную ось х, направленную
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по траектории частицы и определяемую относительно прежней 
прямолинейной системы координат уравнением

d x  d y  __  d z  ( 1 2  3 2 )
V x  (X , у, z )  V y  ( X i  y ,  2 )  V z  ( X ,  y ,  z )  •

Если переменную x заменить в приведенном выше уравнении 
турбулентной диффузии переменной х, то уравнение будет спра
ведливо для некоторой 9граниченной области вокруг этой новой 
оси в предположении, что кривизна оси х мала, а получающаяся 
новая система координат может быть приближенно принята за 
прямоугольную в пределах той же ограниченной области.

Выберем в верхней части рассматриваемого участка потока 
какой-либо поперечный профиль и разобьем его на элементы (или 
клетки) Аоз =  А г/Аг. Отметив каждую клетку буквами к, п, т, 
получим возможность проследить движение каждой клетки от из
бранного профиля вниз по течению; при этом на траектории каж
дой клетки будем получать одни и те же п и m и разные к. Если 
бы поперечные составляющие (в первоначальной прямоугольной 
системе координат) скорости Vy и Vz равнялись нулю, то все тра
ектории клеток были бы параллельными и каждый элемент Асо 
не менял бы своего относительного расположения при переходе 
от профиля к профилю. Все поверхностные клетки оставались бы 
на поверхности,.донные — у дна и т. д. Благодаря наличию попе
речной циркуляции каждый элемент, кроме движения вниз по те
чению, будет совершать еЩе некоторое перемещение в попереч
ном направлении.

Это перемещение будет определяться величиной поперечных 
составляющих скорости и вызовет изменения в относительном 
расположении элементов: поверхностные элементы переместятся, 
скажем, в направлении правого берега, некоторые из них опу
стятся вниз и займут место нескольких донных клеток; донные же 
клетки переместятся влево и частично выйдут на поверхность. 
При этом окажется, что клетки различных слоев, соприкасав
шиеся друг с другом, положим, на профиле к, на профиле к-\- 1 
будут удалены одна от другой и будут соприкасаться уже с дру
гими клетками.

Выделяя в потоке на достаточно коротком участке некоторую 
область близких друг другу траекторий, находя среднюю траек
торию для этой области и приближенно принимая ее за прямую, 
получаем возможность применить к этой области метод сеток 
в обычном виде. Пограничные условия для каждой из таких обла
стей будут заключаться в том, что диффузия через ограничиваю
щие их поверхности будет равна произведению коэффициента 
турбулентной диффузии на производную от концентрации по нор
мали к этим поверхностям, т. е. условия на поверхностях раздела 
ничем не будут отличаться от условий на любой произвольно взя
той поверхности внутри потока.
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Расчет диффузии раствора при учете поперечной циркуляции
О

Таблица 12.1

Профиль

2 ,0 3 .0 7 .0 9 ,0 Ю.О Ю.О 9 ,0 8 ,0 5 .0 3 ,0

2 ,0 2 ,0 3 ,0 7 .0 9 .0 Ю.О 110,01 9 .0 8 .0 5 ,0 3 ,0 3 .0

1 ,0 1,0 2 ,0 6 ,0 8 .0 9 .0 |9,0| 7 ,0 6 ,0 3 ,0 2 ,0 2 ,0

1 ,0 2 .0 6 ,0 8 .0 9 .0 9 .0 7 .0 6 .0 3 ,0 2 .0 '

профиль 
1а 

(X  =  Ах)

2 ,0 3 .5 6 ,3 8 .5
------- 1

9 .5 |9 ,5 | 8 ,5 7 .0 4 ,2 3 .3

1 .5 2 ,5 5 ,8 8 .0 9 .0 18,71 7 .8 6 .0 4 .0 2 .5

Профиль 
I

1,5 2 ,0 3 .5 6 .3 8 .5 9 ,5 9 ,5 8,5 7 ,0 4 .2

1.5 1 .5 2 ,0 3 ,5 6 .3 8 .5 9 .5 |9.5| 8 .5 7 .0 4 .2 4 ,2

2 ,5 2 ,5 5 .8 8 ,0 9 ,0 |8 ,7 | 7 .8 6 ,0 4 .0 2 ,5 3 ,3 3 .3

2 ,5 5 .8 8 ,0 9 .0 8 ,7 7 .8 6 .0
j

4 ,0
1

2 .5 3 ,3

Профиль
2а

(х  =  2Дх)

1.9 3 ,2 4 .9 6 ,8 8 ,3

--------1

8 .8

1------
|8.4| 7 .3 5 ,6 4 ,7

3,1 4 .0 6 .8 8 ,0 |8 ,5 | 8 .0 6 .8 5 .2 4 .2 3 ,3

02 Vz-

Профиль 3,1 1.9
1

3 .2 4 ,9 6 ,8 8 .3 8 ,8 18,4] 7 .3 5 .6

(х  =  2Дх)
4 ,8 6 .6 8 ,0 18,5 8 ,0 6 .8 5 ,2 4 ,2 3 ,3 4 ,7
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Отсюда следует, что в данном случае для всего потока мо
жет быть применен метод сеток в обычном виде. Разница будет 
заключаться лишь в том, что расстояния между расчетными про
филями должны измеряться не по оси х, а по траекториям х. 
Однако вследствие обычной малости поперечных составляюш,их 
скорости можно без особой погрешности, как и прежде, вести от
счет по прямолинейной оси х. Что касается учета внутренней цир
куляции, то он будет осуществляться путем перемещения каждой 
клетки по ее собственной траектории, а не по некоторому сред
нему направлению, как это приходится принимать при пренебре
жении поперечными составляющими скорости. Поясним изложен
ное на простейшем примере.

Положим, что надо выполнить расчет для короткого прямоли
нейного участка потока с прямоугольным сечением русла. Пусть

о 1 2

)t3H0
"хано

0
Vz

Г
_- ^ --- МДГ'"

Рис. 12.4. Расположение координатных осей х в поверхност
ном и придонном слоях потока.

В потоке имеется внутреннее течение, являющееся, скажем, след
ствием выше лежащего закругления русла. В поверхностном слое 
это течение направлено от левого берега к правому, в придон
ном— в противоположную сторону. Пусть на рассматриваемом 
участке поперечная составляющая скорости Vz некоторого гори
зонтального слоя остается постоянной по длине потока и мало 
меняется по ширине. Примем для простоты только два слоя по 
глубине и равенство средних абсолютных значений поперечных 
составляющих скорости для каждого из них: поверхностного (vzj 
и донного (—Vz). Что касается восходящих и нисходящих тече
ний, то будем считать их приуроченными лишь к береговым обла
стям. В соответствии с этим траектории клеток для средней части 
потока могут быть получены из уравнений:

для поверхностного слоя , (12.33)

для донного слоя dx dz

(в этих уравнениях функции v (х, у, z) заменены средними значе- 
292



ниями соответствующих составляющих). Полученные траектории 
клеток поверхностного слоя Хдов и донного слоя Хдон изображены 
на рис. 12.4.

Вычертим поперечный профиль О (табл. 12.1), находящийся 
в начале координат, и разделим его на квадратные клетки пло
щадью AyAz каждая (в таблице размеры клеток не выдержаны). 
Пусть в этом профиле задано распределение концентрации s. 
Вписываем в каждую клетку соответствующее значение концент
рации. Для подсчета концентрации на следующем профиле поль
зуемся формулой

п, т 4  ( '^ * 1  / г + Ь  т k̂, л —1. т ~\~ п . т + 1  Н ~  я , пг— l ) '

Результаты вычислений пишем в клетки такого же профиля 
(табл. 12.1 профиль 1 а). Полученное распределение концентра
ции будет относиться к профилю, находящемуся на расстоянии 
Ах от начального, причем Ах вычисляем по формуле

А а

Проведя на рис. 12.4 профиль 1, найдем на нем точку Oi, по ко
торой определим величину смещения точки О вправо от оси. Ве
личина этого смещения должна ' быть учтена при построении 
распределения концентрации на профиле 1 (аналогично учиты
вается и перемещение придонных клеток). В табл. 12.1 (профиль/) 
дано распределение концентрации, получающееся при учете сме
щения поверхностных и придонных клеток на профиле /  (при 
х=Ах). Это и будет окончательная картина распределения кон
центрации на профиле 1. Чтобы получить распределение концент
рации на профиле 2, соответствующем абсциссе х = 2 А х , выпол
ним расчет диффузии. Расчет дает показанное на профиле 2 а 
распределение s; чтобы учесть поперечную циркуляцию, смещаем 
на соответствующую величину поверхностные клетки вправо, 
а донные влево и тогда получаем окончательное для профиля рас
пределение концентрации (профиль 2). Продолжая вьшолнять 
попеременно расчеты и перемещения, можно построить распреде
ление концентрации на всем участке.

Применение изложенного метода к конкретным случаям пока
зало, что поперечная циркуляция сильно ускоряет процесс раз
бавления (в 2—4, иногда в 10 и даже более р аз).

§ 5. Об определении створа достаточного перемешивания
Разработанные автором настоящей книги и рассмотренные 

выше методы расчета турбулентной диффузии могут использо
ваться, в частности, для определения створа достаточного пере
мешивания или створа с заданной степенью перемешивания.
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Полноту выравнивания концентрации можно выразить вели
чиной б' (в процентах), причем при равенстве нулю естественной 
концентрации

5 =  w - ^ c p  ^j2 .3 5 )
■̂ ср

Здесь «наиб —  наибольшая концентрация на поперечном про
филе потока, находящемся на расстоянии Le от места выпуска 
раствора, Scp —  средняя концентрация на этом профиле. Если 
естественная концентрация Se рассматриваемого вещества не 
равна нулю, то ее величина вычитается из каждого значения кон
центрации, содержащегося в формуле (12.35).

Этими величинами и предлагается пользоваться при расчетах.
Разработкой вопроса об определении расстояния до створа 

достаточного перемешивания в связи с задачей о разбавлении 
сточных вод занимались В. А. Фролов, И. Д. Родзиллер и др.

Родзиллером предложена такая формула:

(12.36)

При расчете расстояния достаточного перемешивания Родзил
лер рекомендует принимать величину (1 —  б) равной 0,8— 0,95.

Коэффициент а  в приведенной формуле учитывает гидрав
лику потока. Для вычисления этой величины Фроловым предло
жена формула

где — Л —  коэффициент турбулентной диффузии, вычисляемой

по известной нам формуле, | — -коэффициент, который при выпу
ске раствора у берега принимается равным 1 , а при выпуске в се
редине реки g = l,5 . В формуле (12.37) содержится коэффициент 
извилистости реки ф, который предусматривает приближенный 
учет влияния поперечных течений на интенсивность разбавления 
раствора. Для вычисления <р рекомендуется формула

? =  - Г .  (12.38)

где /ф —  расстояние между двумя створами реки по фарватеру,, 
/п —  расстояние между теми же створами по прямой. Для опре
деления ф фиксируется участок реки, длина которого предполо
жительно близка к длине Le.

Следует заметить, что приведенная в этом параграфе фор
мула (12.36) может применяться лишь для ориентировочных рас
четов, в целях получения порядка величины расстояния до створа 
достаточного перемешивания. Не является достаточно точным и
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изложенный в предыдущих параграфах настоящей главы метод 
конечных разностей, однако его применение при учете попереч
ных течений должно приводить к получению более достоверных 
результатов, чем результаты, получаемые по приближенным за
висимостям.

§ 6 . Неустановившаяся диффузия

Рассмотренные выше методы расчета разбавления сточных 
вод могут использоваться как для условий рек, так и для водо
хранилищ и озер при наличии в последних заметных устойчивых 
течений, переносящих сточные воды от источника их поступле
ния в водоем. В озерах и водохранилищах, однако, может скла
дываться такая гидрометеорологическая обстановка, когда в оп
ределенные периоды времени течения на том или ином участке 
оказываются практически незаметными. В этом случае в месте 
выпуска сточных вод будет происходить их накопление, сопро
вождаемое диффузией. Хотя при весьма малых скоростях турбу
лентность будет малой, но тем не менее случай полного отсут
ствия турбулентности в более или менее значительном водоеме 
представляется невозможным. При рассмотрении задачи о про
цессах перемешивания, сопутствующих накоплению сточных вод 
в зоне их выпуска, будем пользоваться близкой к реальной, хотя 
и несколько условной, схемой, согласно которой скорости тече
ния в зоне выпуска сточных вод считаются равными нулю, а тур
булентность—  равной, хотя и малой, но все же конечной вели
чине. Турбулентность обусловлена в этом случае теми течениями, 
которые не учитываются ввиду их малости и главное изменчиво
сти направления, что приводит к тому, что выход сточных вод 
все время будет происходить в сильно загрязненные массы воды, 
т. е. в облако загрязнения, середина которого будет лишь блуж
дать под влиянием слабых изменяющихся по направлению тече
ний возле места сброса сточных вод и пополняться последними.

Картина такого процесса может быть еще больше схематизи
рована. Можно принять неподвижность облака загрязнения и 
■считать источник загрязнения расположенным в его центре.

При появлении устойчивых течений облако загрязнения полу
чает поступательное движение и, оторвавшись от места выпуска 
сточных вод, в процессе перемещения продолжает расширяться 
за счет диффузии, уменьшая постепенно свою концентрацию.

Рассмотренный здесь процесс накопления, диффузии и пере
мещения облака загрязнения исследован автором теоретически 
и на основе полученной теоретической зависимости разработан 
метод расчета.

Представим себе область загрязнения в виде полного круга 
(если выпуск сточных вод в озеро или водохранилище про

изводится на некотором удалении от берега) или в виде сектора
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с углом ф (если выпуск производится у берега). Выделим в этой 
области сектор с углом а, расположенным в точке выпуска сточ
ных вод, и составим для части кольца, заключенного в этом сек
торе, уравнение баланса вещества. Пусть расход сточных вод 
постоянен и равен Qct- В сектор с углом а  будет поступать рас
ход <7 а, определяемый равенством

^ а =  —  Q c (12.39)

Расход воды через все дуги выделенного сектора одинаков, 
т. е. вдоль радиуса г он не изменяется. Расход вещества вдоль 
радиуса г уменьшается в связи с уменьшением концентрации s.

Выделим внутри рассматриваемого сектора контрольный 
объем воды в виде части кольца, заключенной между двумя ду
гами /а и и радиусами, образующими сектор с углом а.

Очевидно, что

(12.40)

Перенос вещества через дуги определится расходом и тур
булентной диффузией. При взятой схеме расход воды через ра
диус равен нулю, так же как и турбулентный перенос вещества. 
Последнее обусловлено тем, что изолинии концентрации совпа
дают с окружностями, т. е. в направлений, нормальном радиу
сам, концентрация не изменяется.
’ Поступление вещества в контрольный объем через дугу 

зк время At  выражается величиной

Ги? дг Kt. (12.41)

' '.Выход вещества из контрольного объема через дугу 1ъ за то 
же.время будет

S л  ( ds
дг м . (12.42)

Индексами «а» и «Ь» обозначены величины, относящиеся со
ответственно к дугам а и Ь. Глубину Н  и коэффициент турбу-

а
лентной диффузии для всей области загрязнения считаем

постоянными.
Составим уравнение баланса вещества

ds
дг la

+  -
ds
dr a r ,H ( 1 2 . 4 3 )
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Здесь APs —  изменение количества вещества в контрольном 
объеме за время At. Заметим, что контрольный объем 6 V опре
деляется выражением

8 1 / =  а г  А г Н ,

где Аг=Гб —  Га. Для упрощения обозначений примем га=г ,  
гь =  г +  Дг, Sa— S. Используя частные производные концентра
ции S по радиусу г и по времени t, напишем

A P ^ ^ - ^ a H r A r A t ,  (12.44)

Можно написать и следующие тождественные равенства:

ds  \  ds
dr  dr

ds  \  ds
=  +

ds
dr Ar.

(12.46)

Подставляя в уравнение (12.43) соотношения (12.44), (12.45),
(12.46), а также значения Sa и г а, выполняя простые алгебраиче
ские преобразования, приходим к следующему виду уравнения:

+  ^  Л а Я ^  +  f  А а Я г |^ .  (12.47)

Деля это уравнение на аНг  и учитывая, что

ĉt __ QcT
Cf ’

получим следующую окончательную запись дифференциального 
уравнения турбулентной диффузии в цилиндрических координа
тах для случая расположения источника загрязнения в центре 
координат:

ds  ( Е л  QcT \  1 ds  I i? , ^2s '181
dt

Уравнение (12.48) может быть записано в форме конечных 
разностей и использовано для расчета.

Обратимся к рис. 12.5, на котором изображен сектор с уг
лом а, выделенный в зоне загрязнения. Источник загрязнения 
с расходом QcT находится в центре координат. На рисунке пока
заны обозначения величин концентрации s для момента вре
мени 4  в центрах тяжести отсеков п —  1 , п и n - f  1 (концентра
ции Sk,  п - 1, Sk ,  п ,  Sh,  n+ i)  И Д Л Я  момента времени 4 +i в отсеке п
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(концентрация su+\,n)- Пользуясь этими обозначениями, записы
ваем уравнение (12.48) в форме конечных разностей таким об
разом:

^  п п) ~  ~Ъ̂ ГКг и+ 1  к̂, n-l) “Ь

где

2 л„Аг

gA
Д̂ 2 ('̂ й. л+1 “Ь л —1

Рис. 12.5. Схема к расчету процесса накопления 
и диффузии сточных вод при малых неустойчи

вых течениях.

(12.49)

(12.50)

Если далее принять

2 /-„ Аг

=  Ь.
(12.51)

то приходим к формуле

„ =  (1 -  2Ь) S,, „ -Ь (а„ -f- Ь) 5,, +  { Ь -  а„) s , , . (12.52)

Для упрощения расчетной зависимости подчиним соотношение 

между постоянными величинами Аг и А/ условию Ь — —  , откуда

М = ТА/-2

2 g A  •
( 1 2 . 5 3 )
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Вместе с тем имеем равенство 1— 2b  —  Q, поэтому расчетная 
формула приобретает вид

п =  ^ 4 “  л + 1  +  --------« - 1  • ( 1 2 . 5 4 )

Радиус каждого отсека можно выразить через прираще
ние Аг, т. е. написать

г „  =  ( г а -  1 ) Д г .

Теперь нетрудно вывести следующую формулу для изменяю
щейся вдоль г величины а„

l - l S n - l i r i i T -  ( 1 2 . 5 6 )а„ = g^HA 4 (/г-1 ) •

Приступая к расчету, вычисляют коэффициент турбулентного 
обмена А  и затем подбирают оптимальное значение Аг, которое, 
с одной стороны, позволяет получить необходимые значения ин
тервалов времени At, а с другой —  дает достаточную детализа
цию распределения s по радиусу и в то же время не приводит 
к излишней громоздкости расчета. При подборе этих величин од
новременно следует вычислить а„ и делать пробные расчеты по 
формуле (12.54), чтобы убедиться в сходимости расчета при из
бранном значении Аг.

В начале расчета в 3— 4 клетки, примыкающие к центру, впи
сываем начальное значение концентрации, отвечающее концент
рации сточных вод. Время наполнения сточными водами соответ
ствующей части круга в зоне загрязнения (указанных 3— 4 кле
ток) учитывается и затем приплюсовывается к значениям t, 
отвечающим расчетным интервалам (находимым по сумме 
М ) .

В дальнейшем в расчете по формуле (12.54) используются 
экстраполяционные значения s (т. е. «экстр., о), помещаемые в рас
четную таблицу левее точки г — 0. Величина «экстр., о принимается 
равной начальной концентрации выпускаемых в водоем сточ
ных вод.

Коэффициент турбулентного обмена вычисляется по формуле

^  МС ’

причем, скорость берется как средняя по данным измерений за 
весь расчетный период времени, соответствующий весьма слабым 
неустойчивым течениям. При отсутствии таких данных значе
ние Уср условно берется равным некоторой малой величине. 
В последнем случае расчет диффузии надо сделать в нескольких 
вариантах с использованием различных значений скорости.
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Для условий ледостава в формулу коэффициента турбулент
ного обмена вместо глубины подставляется гидравлический ра
диус R, равный в этом случае половине глубины Н, т. е.

В результате расчета, выполненного изложенным выше мето
дом, получают изменение во времени распределейия концентра
ции S по радиусу зоны загрязнения, при этом по всем радиусам 
распределение s оказывается одинаковым. Рассмотренный метод 
расчета позволяет учесть и изменение начальной концентрации 
во времени. Это делается введением значения 5экстр., о, равного 
начальной концентрации для рассматриваемого расчетного ин
тервала Д 4 -

Если в какой-то момент времени в зоне загрязнения возникло 
устойчивое течение, благодаря которому облако загрязнения 
начинает перемещаться и теряет связь с источником загрязне
ния, то может быть сделан специальный расчет, позволяющий 
приближенно проследить дальнейший процесс диффузии и с уче
том перемещения облака загрязнения. Такой расчет может быть 
выполнен по изложенной выше схеме в предположении неизмен
ности формы облака при его перемещении и соответственно 
сохранении максимальной концентрации в центре координат. 
Координатная система считается перемещающейся вместе с об
лаком со средней скоростью течения, возникшей в рассматривае
мой части озера (или водохранилища).

Расчет, как сказано, выполняется по той же схеме, которая 
рассмотрена выше с использованием формулы (12.54), причем 
учитывается, что Qct=0. Поэтому ап вычисляется по соотно
шению

Коэффициент турбулентного обмена вычисляется при исполь
зовании новой величины скорости течения.

Экстраполяционные значения концентрации «экстр., о для рас
четных интервалов принимаются разными, они находятся из ра
венства ,

экстр.,0 =  '̂ й, 1, (12.57)

где Sh, i— ^концентрация в первом (считая от центра) расчетном 
отсеке, полученная по расчету для предыдущего интервала 
времени.

Перемещение б л: облака загрязнения в водоеме за один рас
четный интервал вычисляется по формуле

bx =  v ,^At .  ( 1 2 . 5 8 )
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Суммируя отрезки бх, получаем путь перемещения облака 
загрязнения и распределение концентрации в этом облаке для 
каждого расчетного интервала, отвечающего определенному по
ложению облака в водоеме.

§ 7. Расчет турбулентной теплопроводности

Рассмотрим простейшую задачу об установившемся процессе 
охлаждения или нагревания с поверхности или от дна равномер
ного установившегося турбулентного потока. Применительно 
к этому случаю уравнение турбулентной теплопроводности оказы
вается значительно более простым, чем в общем случае. Исклю
чение же из рассмотрения сильно извилистых потоков с разви
тыми поперечными течениями, характеризующимися скоростями 
Vz и Vy, позволяет в порядке первого приближения пренебречь 
указанными величинами. Таким образом, задача сводится к пло
ской, определяемой следующим приближенным уравнением:

(90 ■̂̂ ср (520

д х  т^ср
(12.59)

в котором в порядке дальнейшего упрощения местная скорость v 
и местное значение коэффициента турбулентного обмена А  заме
нены их средними значениями по вертикали Уср и Лер.

Решение уравнения (12.59) может быть выполнено тем же ме
тодом, который подробно рассмотрен в параграфе, посвященном 
установившейся турбулентной диффузии. Используя те же обо
значения при разбивке продольного сечения потока на расчетные 
клетки АхАу,  можем записать дифференциальное уравнение тур
булентной теплопроводности таким образом:

h+un =  ^ i \ , n + l  +  h .n - l ) .  (12.60)

при условии, что
^Лср Ах 1

~  2  •

Вводя в это выражение значение Лор, а затем подставляя без
размерную величину N, получаем

g  2 Я с р  2 Я с р _ -

Если поток покрыт льдом, то вместо Яср в формулу подстав
ляют R.

Учет краевых условий осуществляется, как и при решении за
дач о турбулентной диффузии, путем введения экстраполяцион
ных значений температуры. Если, например, тепловой поток через
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пов̂  то экстраполя
ционное значение находится из соотношения

01 —  0ЭКСТР. пов _ пов

свободную  поверхность задан  величиной

Ду
(где О —  теплоемкость воды), преобразуемого к виду

6 экстр.пов =  б1 +  - ° ”Х Г  • (12.61)

Тепловой поток выражает секундный расход тепла через еди
ницу поверхности в ккал1м^ сек. Значение <79 пов устанавливается 
на основании специальных натурных или экспериментальных ис
следований, при этом учитывается поступление тепла за счет 
радиации и непосредственного контакта с воздушными массами, 
а также потери тепла за счет отражения, испарения и т. д.

Для экстраполяции за линию дна будем иметь

=  +  (>2-62)

В формулах (12.61) и (12.62) 0i — температура в клетке, рас
положенной непосредственно под поверхностью воды, бд —  тем
пература в клетке у самого дна; <7 едно находится на основании 
натурных исследований.

Экстраполяционное значение температуры может быть вы
числено и на основании величин коэффициентов теплопередачи а  
через поверхность, ограничивающую поток. Например, при зада
нии коэффициента теплопередачи апов от воды к нижней поверх
ности льда, имеющей температуру 0 °, т. е. при 0 внешн=О, получаем

о ,2 ^аЛср-аАу д  _

2gaAcp+aKy 1 ’

заметим, что при выводе этой формулы принято

01 +  йэкстр. пов
гр = '  ~ 2  •

Для экстраполяции за линию дна имеем

(12.63)

2 ^оЛр-аАу „ I 2 аДу .
г, °внешн.“экстр, дно 2 g a A c p .+  ct Ду °  ^  2 ^ а ^ с р  - f  « Ду

Напомним, что при выводе формул экстраполяции мы прини
мали тепловые потоки, направленные вверх через нижнюю по
верхность и вниз через верхнюю поверхность потока, что имеет 
место при нагревании, положительными, а потоки обратного на
правления (при охлаждении водных масс) —  отрицательными.
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Коэффициент теплопередачи а  находится на основании спе
циальных измерений при использовании формулы

^ е гр = ~ а ( 6 гр-бвнешнХ (12.65)

где ^егр —  секундный расход тепла через единицу граничной по
верхности потока, выражаемый в ккал/м^сек. Через 9гр обозна
чена температура воды в потоке в непосредственной близости от 
стенки или водной поверхности. Величина бвнешн выражает тем
пературу стенки или воздуха у поверхности потока я  является 
внешней для потока характеристикой. Формула (12.65) показы
вает, что расход тепла через граничную поверхность потока про
порционален перепаду температуры 9гр— Эвнешн на указан
ной поверхности. Коэффициент теплопередачи выражается 
в ккал/м^' сек град.

Г л а в а  X I I I

ВЗВЕШИВАНИЕ И ТРАНСПОРТИРОВАНИЕ НАНОСОВ

§ 1. Общие сведения о речных наносах

Наносами называются твердые частицы различного размера, 
переносимые водными потоками—  ̂ручьями, реками, течениями 
в водохранилищах, озерах и морях и являющиеся продуктами 
разрушения горных пород, почв и продуктами органического 
происхождения. Главную массу речных наносов и наносов бере
говых зон озер и морей составляют минеральные частицы.

В ручьи и реки твердый материал поступает вместе с водой 
непосредственно с поверхности их водосборных бассейнов, а так
же в результате размыва берегов и дна русел и пойм. Долины и 
русла водотоков являются продуктом водной эрозии, которая и 
в настоящее время проявляется здесь, как правило, весьма ин
тенсивно. Дно речных долин складывается из переработанных 
рекой наносов, формирующих здесь аккумулятивные образова
ния—  террасы и поймы, а непосредственно в русле —  побочни, 
перекаты, осередки, донные гряды (рис. 13.1) и т. д. Динамиче
ское воздействие потока и транспорт наносов обусловливают 
подвижность указанных русловых образований. Перемещение 
русловых образований и их трансформация приводят к измене
ниям очертаний речного русла. Наиболее мощная аккумуляция 
речных наносов имеет место в устьях рек, где образуются дельты, 
бары и т. д., а также в предгорьях, где за счет выноса наносов 
с гор формируются аллювиальные равнины.

Перемещение наносов в естественных потоках имеет прерыви
стый характер: частицы временами выпадают на дно русла или
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осаждаются на поймах, а затем вновь приходят в движение, 
взвешиваются или перекатываются и переносятся дальше. Про
цесс постоянно наблюдающегося взвешивания, передвижения и 
осаждения наносов определяет деформацию русла. В гидрологии 
отмечается, что русловые процессы определяются взаимодейст-

Рис. 13.1. Песчаные гряды на дне р. Полометь.
Снизу крупные гряды на глубоком месте, в верхней части 

фотографии — отмель с мелкими рифелями.

вием потока и русла. Главным содержанием этого взаимодейст
вия является взаимообмен наносами русла и потока, т. е. взмыв 
и осаждение наносов. Одной стороной взаимодействия является 
динамика транспорта взвешенных и влекомых наносов, другой —  
динамика русла и поймы.

Уточним понятия «взвешенные» и «влекомые» наносы. Взве
шенными называют нанОсы, переносимые во всей толще потока, 
где они поддерживаются во взвешенном состоянии восходящими
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вихревыми (пульсационными) токами. Внутри пульсационных 
индивидуумов взвешенные частицы перемещаются вниз со ско
ростью и, отвечающей их гидравлической крупности, а в про
дольном направлении они совершают перемещения со скоро
стью, равной продольной составляющей скорости пульсационных 
индивидуумов. Все это в полной мере согласуется с теми поло
жениями, которые рассмотрены при выводе уравнения турбу
лентного переноса взвешенных веществ и общего дифференци
ального уравнения турбулентной диффузии в главе IV настоя
щей книги.

Влекомыми наносами следует назьшать те частицы, которые 
перемещаются лишь в придонном слое потока. Крупность их зна
чительна, и восходящие вихревые токи не в состоянии увлечь 
их в толщу потока. Основными видами движения влекомых нано
сов являются: скольжение, перекатывание и сальтация — так на
зывают перескакивание частиц в придонном слое. Сальтация 
является переходным состоянием между взвешиванием и влече
нием наносов, однако большинство исследователей относят саль- 
тирующие наносы к категории влекомых, хотя, по существу, они 
ближе к взвешенным, так как скачок частицы осуществляется 
преимущественно под влиянием восходящих вихрей, которые 
настолько «обезвешивают» частицу, что она свободно перебрасы
вается продольным течением и таким образом совершает скачок.

Из сказанного видно, что во взвешенном состоянии перено
сятся более мелкие частицы наносов, а во влекомом состоянии ■—  
более крупные. Но какой-либо определенной границы крупности 
между рассматриваемыми категориями наносов провести нельзя. 
Это объясняется тем, что в связи с пульсацией скоростей в тур
булентном потоке условия взмучивания и донного влечения 
непрерывно меняются, а поэтому в составе взвешенных нано
сов мы будем находить наряду с мелкими наносами и более 
крупные, которым в большей мере свойственно донное влечение. 
В составе влекомых наносов встречается значительное количество 
мелких частиц, характерных для взвешенных наносов. С другой 
стороны, гидравлика потока (глубина, скорость течения, уклон 
и т. д.) изменяется как вдоль русла, так и по его ширине и во 
времени. В соответствии с этим условия взвешивания и влечения 
наносов изменяются от вертикали к вертикали, а также и во 
времени.

Наносы, находящиеся на дне потока и образующие верхнее 
покрытие русла, называют донными наносами или донными отло
жениями. Некоторые авторы вместо термина влекомые наносы 
употребляют термин донные наносы. Для большей четкости изло
жения под донными наносами ниже будут подразумеваться 
только те, которые формируют верхний покров речного русла, 
включая и пойму. Нельзя смешивать понятия донные наносы и 
речной аллювий; последнее является более широким, так как
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охватывает все отложения наносов, включая и те, которые нахо
дятся на значительной глубине и в современных условиях утра
тили связь с речным потоком.

Для характеристики состава наносов используются данные 
о геометрических размерах и о гидравлической крупности частиц 
наносов. Основным показателем геометрического размера ча
стицы является ее средний линейный размер, отвечающий диа
метру равновеликого шара. Этот размер именуют диаметром ча
стицы и обозначают через d .

Для характеристики совокупности переносимых потоком или 
находящихся на дне частиц наносов пользуются так называемыми 
гранулометрическими кривыми или таблицами, в которых пока
зывается процентное содержание частиц определенного размера 
в общей смеси наносов. Гранулометрический состав взвешенных, 
влекомых и донных наносов определяется в лабораториях. Ча
стицы наносов, попадающие при анализе в определенные, зара
нее заданные интервалы крупности Ad, образуют совокупности, 
называемые фракциями; поэтому иногда говорят о фракционном 
составе наносов, имея в виду, их гранулометрический состав.

Для характеристики однородных наносов или грунтов, а также 
отдельных фракций по размерам используется приведенная 
в табл. 13.1 классификация частиц. При описании неоднородных 
донных отложений может применяться классификация, предло
женная Г. А. Петуховой (табл. 13.2). По данным гранулометри
ческого анализа грунтов устанавливается состав отдельных 
фракций в процентах и выясняется по табл. 13.2 тип грунта, а за
тем путем визуального сравнения проанализированных грунтов 
с грунтами, встречающимися при обследовании, устанавливаются 
типы последних. Таблица позволяет при этом получить прибли
женно гранулометрический состав визуально обследованных 
грунтов.

Таблица 13.1
Классификация наносов (средний диаметр в мм)

Подразделение Валуны Галька Гравий Песок

Крупные . . . . 1 0 0 0 -5 0 0 100— 50 10—5 1 — 0 ,5
Средние . . . . 500— 200 50—20 5— 2 0 ,5 — 0 ,2
Мелкие . . . . 200— 100 2 0 - 1 0 2— 1 0 ,2 —0.1

Подразделение Пыль Ил Глина

Крупные . . . .  
Средние . . . .  
Мелкие . . . .

0 ,1 —0 ,0 5

0 ,0 5 —0,01

0 ,0 1 — 0,0 0 5

0 ,0 0 5 —0,001

< 0 ,0 0 1
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Таблица 13.2
Объемные веса донных отложений в завнсймсети of HJt грануломётричеекого состава

Название грунта

Наименование фракций, диаметр частиц (мм) и пределы их содержания в % по весу

100-50 50-20 20- 10

гравий

10-5  5 - 2  2 -1 1-0 ,5  0,5-0 ,2  0,2-0,1 0 ,1 -  0,05—
0,05 0,01

0 ,01- 0,005- 
0,005 0,001 <0,001

ТГ
7/.#

Илы тонкие 
Илы
Илы с примесью 

песка 
Мелкие пески за 

иленные 
Мелкие и средние 

пески заиленные 
Средние пески за 

иленные 
Мелкие пески 
Средние пески 
Средние и круп

ные пески 
Пески с гравием 
Гравий
Галька с гравием 40—70

1 0 — 2 0
20—40
40—70
20-40

20—40

1 0 — 2 0  

40—70 

40—70

1 0 — 2 0  
20—40

40—70 

1 0 — 2 0  

1 0 - 2 0

40—70 
40—70 

1 0 — 2 0

1 0 — 2 0

40-70

1 0 — 2 0  
40—70 

40—70

40—70 
20—40110-20 

20—40

20-40  

20—40

1 0 — 2 0
40—70

1 0 - 2 0

0,7-0,8  
0,8—0,9 
0,9—1,1

1 ,1— 1 , 2

1.2—1,3

1.3-1,5

1.5—1,6
1.6—1,7
1 .6 — 1 ,8

1.7—1.8
1 .8 - 2 ,1  
2,0—2,4

П р и м е ч а н и е .  1. В таблице предполагается, что достигнуто достаточное уплотнение грунта, отвечающее не
скольким годам эксплуатации водоема.

2. В таблице не учитывается содерж ание органических веществ. Известно, что с увеличением содержания органиче
ских примесей объемный вес донных отложений уменьшается. Например, объемный вес отложений прудов южной части 
Украины при 5%-ном содержании органических остатков уменьщается на 20— 30%, при 10%-ном — на 30—50%. Это со
отношение следует принимать во внимание при оценке объемных весов грунтов, содерж ащ их очень большое количество 
органических остатков.



Существенное значение при решении многих практических 
задач имеет объемный вес грунта уг, выражаемый в кг1м^
или т1м̂ . При измерении уг определяется объем пробы грунта 
в естественном состоянии. Очевидно, что численные значения уг 
в г/см^ и Уг в т1м̂  совпадают, а уг в кг/м^ отличается от них в ты- 
тячу раз. Ориентировочные значения уг для разных достаточно 
уплотненных (слежавшихся) грунтов приведены в последней 
графе табл. 13.2.

Гидрология располагает методами, позволяющими ;произво- 
дить измерения расходов взвешенных и влекомых наносов. Дан
ные таких единичных измерений обобщаются и на их основании 
вычисляется сток наносов за тот или иной промежуток времени. 
Наиболее полно в настоящее время в гидрологии анализируется 
годовой сток взвешенных наносов.

Величина стока наносов зависит: 1) от строения гидрографи
ческой сети, уклонов русел ручьев и рек, состава покрывающих 
их наносов, 2 ) от величины стока воды и степени его изменчиво
сти во времени, 3) от строения и состава почв и грунтов, слагаю
щих поверхность бассейна, от их защищенности растительным 
покровом, увлажненности и относительной площади распаханных 
земель и т. д., 4) от рельефа водосборного бассейна, в первую 
очередь от крутизны склонов бассейна, степени его расчленен
ности.

Очень велика, как правило, изменчивость стока наносов. 
Решающим фактором формирования стока наносов и определяю
щим его изменчивость на крупных реках является величина и 
режим стока воды, в частности, характер развития паводка, сте
пень затопления поймы, относительная высота пика паводка 
и т. д. Основными факторами формирования и изменчивости 
стока наносов малых рек являются условия на их водосборных 
бассейнах: увлажненность почво-грунтов, степень их оттаивания 
к началу половодья и т. д.

Исключительно большие различия в величинах расходов на
носов наблюдаются внутри года —  очень высокие расходы в па
водок и очень малые в период межени. На малых реках и ручьях 
резко выражается и суточный ход расходов наносов.

Интенсивность сезонных колебаний стока наносов и изменчи
вость его годовых величин особенно велики в условиях засушли
вых и отчасти горных районов. В горных районах могут быть 
катастрофические случаи выноса наносов селями. Сель —  это 
кратковременный паводок с очень высоким содержанием нано
сов (до 50— 60% общего объема), имеющий большую разруши
тельную силу. Селевые потоки возникают в результате ливней 
или весьма интенсивного таяния снега в бассейнах горных рек, 
имеющих уклон, превышающий 0 ,1 , и характеризующихся нали
чием скоплений рыхлого материала.
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Равнинные реки транспортируют преимущественно взвешен
ные наносы. Доля влекомых наносов в их общем стоке невелика. 
Обычно применяемая на реках методика измерения стока взве
шенных наносов в условиях русла, сложенного мелким аллювием 
(не крупнее песка), позволяет учитывать в основном все транс
портируемые потоком фракции наносов. Потоками с большим 
уклоном крупные фракции транспортируются в относительно 
большем количестве, возрастает транспорт собственно влекомых 
наносов.

Величины стока взвешенных наносов широко используются 
Б  гидравлических расчетах, например, при определении заиления 
водохранилищ, расчете деформации речных русел, получении ха
рактеристик качества воды для водоснабжения и т. д. Для рек, 
по которым проводятся систематические измерения стока нано
сов Гидрометслужбой СССР, необходимые данные публикуются 
в Гидрологических-ежегодниках и в обобщающих изданиях Гид
рометслужбы, выпускаемых по определенным районам СССР.

При установлении среднего многолетнего значения стока на
носов часто используются коррелятивные связи стока наносов со 
стоком воды. Последние позволяют, в частности, восполнить про
белы в измерениях стока наносов или удлинить ряды значений 
годового стока наносов на тот период, когда измерялся лишь 
сток воды. Методы такого рода расчетов детально рассматри
ваются в специальной гидрологической литературе.

При отсутствии данных измерений стока взвешенных наносов 
для той или иной реки ее средняя многолетняя мутность может 
быть приближенно установлена по карте мутности рек. Для всей 
территории СССР карты мутности больших и средних рек опу
бликованы Г. И. Шамовым (рис. 13.2) и Г. В. Лопатиным. Регио
нальные уточненные карты мутности составлены для отдельных 
частей территории нашей страны. Средний многолетний расход 
наносов реки вычисляется путем умножения средней мутности 
на средний многолетний расход воды.

Для некоторых областей СССР составлены карты эрозион
ных коэффициентов, позволяющие получать более надежные зна
чения стока наносов неизученных рек, чем это возможно по кар
там мутности. Для рек Северного Казахстана К. Н. Лисицина 
предложила такую зависимость:

M ^  =  A J 1 0 \  (13.1)

где M r —  модуль стока взвешенных наносов (последние преобла
дают здесь в общем стоке наносов), i —  средний (по длине реки) 
продольный уклон русла, Лэ —  эрозионный коэффициент. Физи
ческий смысл Мл ясен непосредственно из размерности этой ве
личины: г/кж2 в год. Значения эрозионного коэффициента для 
указанной территорий картированы Лисицыной. Он изменяется 
в пределах от 1 до 16. Годовой сток наносов находится
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умножением вычисленного по формуле (13.1) модуля Мд на пло
щадь водосборного бассейна рассматриваемой реки.

Карты мутности построены для рек с водосбором более 
200 км^. Однако замечено, что мутность малых рек больше и 
имеется тенденция к ее возрастанию с уменьшением площади 
водосбора. Гидрологические исследования позволили установить 
грубо ориентировочные переходные коэффициенты ка от фоновой 
мутности рассматриваемой зоны S 3 по карте (мутности больших 
рек) к мутности малых водотоков 5м- Последняя находится по 
формуле

=  (13.2)

Ниже приводится таблица значений кп, составленная для во
дотоков ЦЧО, Украины и Северного Казахстана (табл. 13.3). 
Для других территорий данные о кп отсутствуют, поэтому вычи
сления могут иметь характер лишь предварительных прикидок и 
основываться на аналогиях с изученными в этом отношении тер
риториями или реками.

Таблица 13.3

Поправочные коэффициенты йд к мутности рек, 
определяемой по карте

Площадь
водосбора,

км^

Территория

Центральные 
черноземные 
области (дан

ные К. п. Вос
кресенского)

Украина 
(данные 

Н. И. Дрозда)

Северный 
Казахстан 

(данные К. Н. 
Лисициной)

< 2 30 30 40
5 15 15 20

10 10 10 13
50 5 5 5

100 3 — . 3
200 1 ■ — 1

>1000 1 1 1

При любых расчетах транспорта наносов, деформации русла 
или заиления водохранилищ необходимы данные о грануломет
рическом составе наносов. Эти данные могут быть получены из 
материалов непосредственных измерений. При отсутствии таких 
данных для предварительных прикидок используются материалы 
по рекам-аналогам, хотя такой путь является малонадежным.

§ 2. Падение частиц в воде, гидравлическая крупность

Твердая частица, имеющая удельный вес, превышающий 
удельный вес воды, опущенная в неподвижную воду, начинает 
падать. Скорость ее падения возрастает от нуля в начальный мо
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мент до некоторого предела, после чего сохраняется неизменной, 
т. е. падение становится равномерным. Эту скорость равномер
ного падения частиц в неподвижной воде называют гидравличе
ской крупностью и обозначают и.

Чем мельче частицы н чем менее плотный материал их обра
зует, тем медленнее они падают в воде. Чем крупнее и относи
тельно тяжелее частицы, тем быстрее они падают, т. е. тем 
больше их гидравлическая крупность. Участок разгона оказы
вается очень малым для мелких частиц, которые преиму
щественно и переносятся потоками во взвешенном состоянии.. 
При увеличении массы частицы длина участка разгона возра
стает.

Гидрологов в основном интересует скорость равномернога 
падения частиц, т. е. и. Участок ускоренного движения частицы 
(ее разгона) рассматривается только в особых задачах, относя
щихся к наиболее крупным из транспортируемых реками 
наносам.

Мелкие частицы осаждаются медленно, в неподвижной воде 
они падают практически по прямой линии. Такой режим падения 
частиц В. Н. Гончаров назвал ламинарным. Речные наносы,, 
имеющие обычный минеральный состав, характеризуются лами
нарным режимом падения в том случае, если их диаметр 
с? ^  0,15 мм.

Крупные частицы речных наносов, отличаясь значительно 
большими скоростями падения в воде, имеют извилистые, иногда 
винтообразные траектории. В процессе падения они часто при
обретают колебательные движения и нередко вращаются. Такой 
режим падения частиц Гончаров назвал турбулентным, он харак
терен для частиц наносов с диаметром d ^  1,5 мм.

Отличают еще и переходный режим, при котором частицы 
опускаются по слабо искривленным траекториям, испытывая от
носительно небольшие колебания. К таким частицам относятся 
зерна наносов с диаметром, находящимся в пределах 0,15 мм d '  
<  с? <  1,5 мм.

Рассмотрим ламинарный режим падения частиц в неподвиж
ной воде. Формулу для этого случая получил Стокс, поэтому 
ламинарную область падения частиц иногда называют областью 
Стокса.

Изучение разгона частиц в ламинарной области в гидрологии 
не имеет смысла, так как, согласно вышесказанному, путь раз
гона мелких частиц очень мал и измеряется миллиметрами. 
Поэтому остановимся непосредственно на равномерном падении 
частиц, при котором уравновешиваются две силы, действующие 
на частицу, —  сила тяжести и сила гидродинамического со
противления Fc, т. е.

F ,  =  F , .  ( 1 3 . 3 )
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Выражение силы тяжести, действующей на погруженную 
в воду частицу, находится по формуле

(13.4)
Здесь (ys—̂ y) — разность удельных весов частицы и воды, 

d — средний линейный размер (диаметр) частицы, — коэффи

циент, учитывающий форму частицы. Для шара для
6

куба ^ 1  =  1 , для частиц естественных наносов, имеющих различ
ные формы, величины ki различны, но, как правило, заключены 
в довольно узких пределах.

При падении частица увлекает за собой некоторый объем 
жидкости. При ламинарном осаждении этот объем обволакивает 
частицу со всех сторон и по своему размеру он соизмерим с раз
мером частицы. Молекулы воды, соприкасающиеся с частицей, 
перемещаются со скоростью частицы. Молекулы, находящиеся 
яа некотором расстоянии от частицы, но внутри обволакиваю
щего объема жидкости, имеют меньшую скорость опускания, 
а на границе этого объема жидкость оказывается неподвижной. 
Чтобы получить силу сопротивления Fc, достаточно определить 
сопротивление внутри жидкой оболочки, обволакивающей ча
стицу при ее падении. Нетрудно видеть, что Fc определяется сле
дующим приближенным выражением;

(13.5)

где ц — коэффициент молекулярной вязкости воды, d —  диаметр 
частицы, кг —  коэффициент пропорциональности, учитывающий 
одновременно и форму частицы, Д —  средняя толщина оболочки. 
В приведенной зависимости и выражает разность скорости опу
скания жидкости на внутренней границе оболочки (где эта ско
рость равна и) и на внешней ее границе (где скорость равна 0 ).

Частное выражает средний градиент скорости внутри обвола

кивающей частицу жидкой оболочки, а произведение — ■

силу внутреннего трения, приходящуюся на единицу поверхности 
трения. Поверхностью трения назовем поверхность, заключенную 
внутри обволакивающего объема и проходящую через точки,

в которых скорость близка к — и. Поверхность трения в таком

предположении должна быть пропорциональна d̂ '.
Далее можно принять, что чем больше частица, имеющая ла

минарный режим осаждения, тем больше толщина А обволаки
вающего слоя, т. е.

А =  k^d,
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kz —  коэффициент пропорциональности. Подставляя это равен
ство в формулу (13.5) и вводя обобщающий коэффициент h ,  
получаем

F ^ = k , i x u d .  (13.6)

Приравнивая обе действующие на частицу силы, записываем

Вводя новый размерный коэффициент пропорциональности 
для ламинарной области k^, т. е. полагая

ко

записываем окончательно следующую формулу гидравлической 
крупности для наносов с диаметром d С  0,15 мм\

« =  (13.7)

В. Н. Гончаров, изучавший гидравлическую крупность частиц, 
экспериментально нашел численное значение коэффициента k^, 
именно он получил йд=40,6 для случая, если скорость и выра
жается в см!сек.

Перейдем к турбулентной области падения частиц. Следуя 
разработкам В. В. Романовского, составим общее уравнение 
неравномерного падения частицы в неподвижной воде. Применяя 
закон живой силы, пишем

d
Ми у =  { F , ~ F , ) d y .  (13.8)

Ось у  направлена вертикально вниз и совпадает с осреднен
ным направлением падения частицы. Ниже будем изучать 
только вертикальную составляющую турбулентного падения 
частицы Uj,.* Здесь, как и выше, Fi и Fc —  действующие на ча
стицу силы тяжести и сопротивления, М  —  масса частицы. Пра
вая часть уравнения представляет собой дифференциал работы 
равнодействующей приложенных к частице сил, левая —  диффе
ренциал живой силы частицы.

Сила тяжести, действующая на частицу, погруженную в воду, 
определяется равенством

где V —  объем частицы.
При турбулентном падении частицы сила гидродинамиче

ского сопротивления пропорциональна квадрату скорости Uy и 
площади наибольшего поперечного сечения частицы Q.
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Сопротивление будем считать функцией живой силы частицы, 
т. е. напишем

„ 2

(13.9)

Здесь с —  коэффициент пропорциональности, именуемый 
ниже коэффициентом сопротивления.

Подставляя значения и Fc в уравнение (13.8), учитывая,

что М =  —  V, производя преобразования и разделяя перемен- 
ё

ные, получаем дифференциальное уравнение

cQ'i

Вводя обозначения

=  dy.

V U s - l ) 2 g

Vis „ 
cQ-i

-a;

приходим к следующей записи уравнения:

а, rftp
а —  ср =  dy. (13.10)

Интегрирование приводит к выражению 

- a i ln | t p - a l  =  =p +  Ci,

где Cl —  постоянная интегрирования.
Рассматривая ускоренное и равномерное движение, замечаем, 

что в этом случае имеет место условие F ^ ^ F c ,  откуда вытекает, 
что а^ф , поэтому абсолютная величина разности |ф —  а \ ,  яв
ляющейся положительной, может быть представлена так: а —  ф. 
Это позволяет написать

— a iln (a  —  tf) =  y-[-C i. (13.11)

Определим постоянную ci. При г/==0 ф=0, следовательно

Cl =  « 1  In  а .

Учитывая это равенство и преобразуя уравнение (13.11), на
ходим
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П о д с т а в л я я  с ю д а  з н а ч е н и я  а, a i  и  ф ,  п о л у ч а е м

2gV {- i s - l )
cQf [ \ - е

сйТУ
Т.,*-' ( 1 3 . 1 2 )

Полагая, что объем V и площадь наибольшего сечения ча
стицы Q определяются равенствами

Приходим к такой записи уравнения:

с*ТУ\

1 - е (13.13)

где

Выражение гидравлической крупности находим непосредст
венно из уравнения (13.13), полагая в нем у =  оо,

( ъ - т ) (13.14)

Получили формулу для турбулентного режима осаждения 
частиц, соответствующую формуле, предложенной ранее 
В. Н. Гончаровым, который экспериментально установил и вели
чину коэффициента k^. По данным Гончарова, если выражать и 
в см!сек, то ^ т = 33,1.

Вернемся к уравнению В. В. Романовского, записанному 
выше под номером (13.12). Это уравнение может применяться 
для расчета скорости падения частицы наносов, для определения 
пути разгона частицы, времени разгона и т. д.

Экспериментальные исследования Романовского, выполненные 
им в большом наполненном водой фракциометре высотой 2,5 м 
с квадратным поперечным сечением 0,25 X  0,25 м̂ , позволили оп
ределить зависимость коэффициента сопротивления с от формы 
частицы. Было изучено падение частиц со средним размером 
от 10 до 80 мм, имевших разную форму (рис. 13.3). Выяснилось, 
что коэффициент сопротивления с может быть связан следующей 
зависимостью с некоторой величиной 0 , именуемой параметром 
формы частицы,

с =  0,650“ ' ’’®. (13.15)

Параметр формы частицы 0 выражается соотношением

е = -
2V-

lb ( 1 3 . 1 6 )
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где V —  объем частицы наносов, / —  ее наибольший линейный 
размер или иначе —  длина наибольшего сечения частицы, Ь —  ши
рина наибольшего сечения частицы. Исследования Романовского 
показали, что во время падения в спокойной воде частица ориен
тируется таким образом, что ее наибольшее сечение оказывается 
перпендикуля]эным направлению падения. Такая ориентировка, 
однако, только в среднем характеризует положение частицы, ко
торая, как отмечалось выше, в процессе падения испытывает

Рис. 13.3. Разделение частиц крупных 
наносов на группы в зависимости от па

раметра формы частиц 0.
Группа I — 1,27 >  0 >  1,00; группа II  — 1,00>е>

>0,75; группа III — 0,75 >  0.

колебательные движения. Коэффициент сопротивления частицы с 
находится в прямой зависимости от площади ее наибольшего 
сечения, пропорциональной произведению lb.

Выражение гидравлической крупности частиц при турбулент
ном режиме падения, учитывающее их форму, выводится непо
средственно из уравнения (13.12), в котором принимается у  — оо. 
Вводя вертикальный размер частицы, т. е. высоту h, полагая

V =
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и учитывая, что в среднем h  ^  0,64, записываем

- | / 5 Е Ц Г .И = (13.17)y j  г т
Подставляя значение с по формуле (13.15), окончательно на

ходим

(13.18)

В этих формулах h, Ь я I выражены в см, g  —  в см!сек?', и — 
в см!сек. Опытами В. В. Романовского установлено, что форма 
частиц влияет на их гидравлическую крупность практически лишь 
в области турбулентного осаждения, на осаждение мелких частиц 
влияния формы пока не обнаружено.

Для переходного режима осаждения В. Н. Гончаров получил 
следующую эмпирическую формулу:

и =
26 -  1 (13.19)

где 0 — температура воды в градусах Цельсия; очевидно, что 
через эту величину учитывается влияние вязкости воды на

Таблица 13.4
Значения гидравлической крупности частиц по опытным данным 

Б. В. Архангельского, А. П. Зегжды, Г. Н. Лапшина и В. В. Романовского

Диаметр Гидравлическая крупность ц (м1сек) при температуре

частицы
d  мм от 5 до 8° от 9 до 12° от 13 до 16° от 17 до 20°

Л а м и н а р н а я  и п е р е х о д н а я  о б л а с т и

0 ,0 0 5
0 ,0 0 7 5
0 , 0 1 0
0 ,0 1 5
0 , 0 2 0
0 ,0 2 5
0 ,0 3 0
0 ,0 4 0
0 ,0 5 0
0 ,0 7 5
0 , 1 0
0 ,1 5
0 , 2 0
0 ,3 0
0 ,4 0
0 ,5 0
0 ,6 0
0 ,7 0
0 ,8 0
0 ,9 0
1 , 0 0

0,0000105 0,0000125 0,0000140
0,0000237 0,0000277 0,0000316
0,0000420 0 ,0000490 0,0000560
0 ,0000960 0,000111 0,000128
0,000167 0,000193 0,000222
0,000265 0 ,000315 0 ,000363
0 ,000400 0,000468 0,000536
0,000716 0 ,000832 0,000946
0 ,00107 0 ,00125 0,00141
0 ,00250 0 ,00308 0 ,00350
0 ,00410 0 ,00500 0 ,00575
0 ,0078 0 ,0082 0 ,0105
0,0131 0 ,0150 0 ,0175
0 ,0250 0 ,0277 0 ,0317
0 ,0370 0 ,0405 0 ,0445
0 ,0480 0 ,0528 0 ,0568
0 ,0598 0 ,0 6 4 2 0 ,0682
0 ,0710 0 ,0 7 5 5 0 ,0 8 0 0
0 ,0815 0 ,0 8 6 2 0 ,0908
0 ,0 9 1 2 0 ,0 9 6 3 0 ,1 0 1 2
0 ,1 0 0 0 ,1 0 6 0,111

0,0000165
0,0000362
0,0000630
0,000144
0 ,000250
0 ,000414
0 ,000610
0,00108
0,00161
0 ,00420
0 ,00640
0 , 0 1 2 0
0 ,0192
0 ,0345
0 ,0485
0,0608
0 ,0 7 2
0 ,0840
0 ,0954
0 ,1063
0 ,1 1 7
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Диаметр Гидравлическая Диаметр г  идравлическая Диаметр г идравлическая
частицы крупность частицы крупность частицы крупность

d мм и м/сек d мм и м1сек d мм и м/сек

Т у р б у л е н т н а я  о б л а с т ь

1, 2 0 ,1 2 6 4 ,0 0 ,2 6 9 10 ,0 0 ,4 2
1 ,4 0 ,1 4 4 4 ,5 0 ,2 8 4 15 ,0 0 ,5 2
1 ,6 0 ,1 6 0 5 ,0 0 ,2 9 4 2 0 ,0 0 ,6 3
2 ,0 0 ,1 8 4 6 ,0 0 ,3 2 3 3 0 ,0 0 ,7 8
2 ,5 0 ,2 1 0 7 ,0 0 ,3 4 7 4 0 ,0 0 ,9 2
3 ,0 0 ,2 3 4 8 ,0 0 ,3 7 0 6 0 ,0 1 ,17
3 ,5 0 ,2 5 4 9 ,0 0 ,3 9 3 8 0 ,0 1 ,3 9

сопротивление падению частицы. Скорость падения и выражена 
в см!сек, d  —  в см.

В практике расчетов обычно пользуются таблицей гидравли
ческой крупности частиц, составленной по данным лабораторных 
опытов. Наиболее полная таблица гидравлической крупности со
ставлена в Лаборатории наносов ГГИ по данным исследований 
В. В. Архангельского, А. П. Зегжды, Г. Н. Лапшина и В. В. Рома
новского (табл. 13.4).

Т аблица 13.5

Значения гидравлической крупности частиц 
при температуре воды 15°

(таблица, принятая в Гидрометслужбе)

d мм и м/сек d мм и MjceK

0,001 0,0000008 0 .1 0 ,008
0 ,0 0 5 0,00003 0 ,2 0,021
0,01 0,00008 0 ,5 0 ,0 6 0
0 ,0 5 0 ,0 0 2 1 .0 0 ,1 0 0

Используемая в настоящее время'в системе Гидрометслужбы 
таблица нуждается в уточнении. В Наставлении гидрометеороло
гическим станциям и постам, в. 6 , ч. 1 помещена таблица гидрав
лической крупности для температуры воды -^-15°С (табл. 13.5), 
причем предусматривается введение поправок на температуру 
воды при выполнении лабораторного анализа наносов.

Следует учитывать, что при использовании данных грануло
метрического анализа, опубликованных в изданиях Гидромет
службы, переход от d к и следует выполнять по табл. 13,5 для 
мелких наносов ( c fd  мм),  анализируемых гидравлическим ме
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тодом; гидравлическую крупность частиц d  >  1 мм надо находить 
по табл. 13.4. Поправку на температуру при использовании 
табл. 13.5 следует вводить по данным табл. 13.6.

Таблица 13.6

Температурные поправочные коэффициенты 
к гидравлической крупности, найденной по таблице 13.5 

для температуры 15° С

d  мм

1 . 0
0 ,5
0 , 2

0 , 1
0 ,0 5
0 , 0 1
0 ,0 0 5

0—4“ 5 -8 °

0 ,8 3
0 ,7 4
0 , 6 8
0 , 6 6
0 , 6 6
0 , 6 6
0 , 6 6

0 ,9 0
0 ,8 4
0 ,8 0
0 ,7 8
0 ,7 7
0 ,7 7
0 ,7 7

9-12°

0 ,9 5
0 ,9 2
0 ,8 9
0 , 8 6
0 ,8 5
0 ,8 5
0 ,8 5

13—16° 17-20°

1 ,0 4
1 ,0 7
1 , 1 0
1 , 1 2
1 .1 5
1 .15
1 .15

§  3 .  Н а ч а л ь н а я  с к о р о с т ь  д о н н о г о  в л е ч е н и я ,  р а с х о д  в л е к о м ы х

н а н о с о в

На дне речных потоков и ручьев находятся частицы донных 
наносов разного размера. Размер частицы, как указывалось 
выше, можно выражать ее средним линейным размером —  сред
ним диаметром d  или при учете формы частицы тремя величи
нами I, Ь п  h ,  характеризующими размеры в трех взаимно пер
пендикулярных направлениях. В последующих рассуждениях бу
дем предполагать, что донные отложения являются несвязными 
(как это чаще всего и бывает), т. е. состоят из рыхлого мате
риала, легко распадающегося на отдельные зерна. При малых 
скоростях течения основная масса частиц будет неподвижной, 
перемещаться будут только самые мелкие частицы. При постепен
ном возрастании скорости потока будут приходить в движение все 
более и более крупные частицы активного слоя русла, а при 
очень большой скорости все частицы донных наносов могут ока
заться перемещаемыми.

Скорость течения, при которой приходит в движение частица 
определенного размера, называется начальной скоростью влече
ния этой частицы. Начальную скорость будем обозначать через
^̂ нач.

Для выяснения общего характера зависимости начальной ско
рости влечения от размеров частиц речных наносов рассмотрим 
наиболее простой случай, предполагающий, что по крайней мере 
в начальный момент перемещение частицы по дну имеет характер 
скольжения. Изучим начальную скорость влечения частицы, 
имеющей объем V. Пользуясь принятыми выше обозначениями
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линейных размеров частицы, выразим следующим образом ее 
объем:

V ^ k ^ b h ,

где —  коэффициент формы частицы; для параллелепипеда он 
был бы равен единице, для шара, когда l = b — h — d, он оказался

бы равным — .
D

Исследования И. В. Бурлая, Н. В. Разумихина и В. В. Рома
новского показывают, что на дне потока частицы располагаются 
таким образом, что плоскость их наибольшего сечения оказы
вается приблизительно параллельной общей поверхности дна, 
причем наибольшая ось частицы I к направлению течения распо
лагается обычно под углом, близким к прямому. Лобовое воздей
ствие потока будет осуществляться на сечение частицы площадью 
£2г- Это сечение перпендикулярно дну и направлению течения. 

Очевидно
=  k.ilh,

где ki —  коэффициент формы наибольшего вертикального сечения 
частицы, I —  длина частицы, h —  ее высота.

Активная сила лобового воздействия на частицу выра
жается равенством

=  дн^/, (13.20)
о .

в котором ai —  коэффициент пропорциональности, Унач. дн —  на
чальная скорость влечения у дна на уровне, отвечающем центру 
тяжести сечения Q;. Подставляя значение Q; в формулу (13.20), 
пишем

^л =  « Л “ ^нач.дн//г. (13.21)
б

Противодействовать движению будет сила трения Р^ частицы 
о поверхность дна. Эта сила пропорциональна силе тяжести Pg, 
прижимающей частицу к дну, т. е.

P ,  =  f P „  (13.22)

где f —  коэффициент трения. Сила тяжести, действующая на ча
стицу в воде (или ее вес в воде), определится равенством

Р ,  =  (Ъ~^)^ф1Ьк,  (13.23)

в котором, как и ранее, через и у обозначены соответственно 
удельный вес частицы и удельный вес воды.

Предельному равновесию частицы или начальному моменту ее 
движения (троганию) отвечает равенство

( 1 3 . 2 4 )
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Подстановка сюда значений Рд, Рт и Pg и замена всех коэф
фициентов обобщающим множителем

вл aiki
позволяет написать соотношение для начала влечения наносов 
следующим образом:

■^нач.дн l h  —  й вл  Т) Ibh ,
S

откуда окончательно находим

г'нач.дн =  « в л ') /^ - ^ ^ 'б -  (13.25)

Полученный результат особенно интересен тем, что выясняет 
зависимость начальной скорости влечения частицы от ее линей
ного размера, измеряемого в направлении течения. Это согла
суется, в частности, и с выводом В. В. Романовского, получив
шего зависимость гидравлической крупности частицы от верти
кального ее размера h, т. е. размера, измеряемого в направлении 
ее движения при падении.

Донную начальную скорость влечения можно выразить через 
среднюю скорость потока. Эту среднюю скорость, отвечающую 
началу влечения частицы, также можно назвать начальной ско
ростью, но в этом случае формула начальной скорости будет со
держать величины, учитывающие распределение скорости по вер
тикали: глубину потока, шероховатость русла и т. д. Следует 
иметь в виду, что форма частиц, учитываемая, в частности, коэф
фициентом Овл, для разных наносов оказывается различной.

Для выражения начальной скорости влечения в настоящее 
время используются формулы, полученные без учета формы ча
стиц. Некоторые из них выведены на основании весьма сложных 
выкладок, имеющих целью учесть значительное количество дей
ствующих факторов. Тем не менее все формулы такого рода явля
ются приближенными, они содержат коэффициенты, определен
ные опытным путем, и их надежность и общность во многом зави
сят от полноты и надежности использованных экспериментальных 
или натурных данных.

Предложенная Г. И. Шамовым формула начальной скорости 
движения частицы Инач ( /̂сетс) имеет вид

=  (13.26)

где d —  диаметр частицы (или средний диаметр фракции донных
отложений), выраженный в м, Н  —  средняя глубина потока в м.

Массовое движение частиц данного размера по указанию
Ш аМ О Ва п р о и сх о д и т  п р и  ск о р о сти  Онач. верх

^„ач.верх =  6 ,0 / '= Я ‘/“; (13.27)
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формула показывает ту минимальную скорость, при которой при
ходят в движение отдельные частицы рассматриваемой фракции, 
находящиеся на поверхности русла; частицы же, находящиеся 
в движении, прекращают свое движение, согласно исследованиям 
Шамова, при скорости потока, равной Иотл, причем

=  =  (13.28)

Формула В. Н. Гончарова для начальной скорости имеет вид

(13.29)

где dep —  средний диаметр частиц донных наносов в м, d̂ ,̂̂  —  диа
метр крупных фракций, доля которых составляет 5% в общей 
смеси донных отложений, Н  —  глубина потока в лг, y ■—  удельный 
вес воды (y  =  1,0 т/ж®), Ys —  удельный вес частиц наносов. Для 
обычных речных наносов с достаточным приближением можно 
принять Ys=2,7 т/ж®; получаемая по формуле скорость выра
жается в м1сек.

Формулы Шамова и Гончарова в настоящее время наиболее 
часто применяются в практических расчетах.

Познакомимся еще с формулой И. И. Леви, которая получена 
им для относительно глубоких потоков, глубина которых Я удов
летворяет неравенству Я > 60  (глубина и диаметр частиц вы
ражаются в м ) . Формула Леви имеет вид

х)„,, =  3 ,21 /1^ I g ^ .  (13.30)

Рассмотрим формулы, предложенные некоторыми авторами 
для выражения расхода влекомых наносов (расхода крупных на
носов, переносимых в придонном слое потока). Для решения за
дачи о расходе влекомых наносов использовались чисто эмпири
ческий и экспериментально-теоретический подходы. Попытки 
чисто теоретического решения задачи приводили к получению 
довольно сложных зависимостей, содержащих неизвестные коэф
фициенты и функции, которые опять-таки устанавливались экспе
риментально. Теоретические решения выполнялись на основе ди
намического подхода, т. е. изучения сил, действующих на нахо
дящуюся на дне частицу, путем использования статистического 
метода и, наконец, при использовании метода размерностей, при
менимого, строго говоря, лишь к анализу экспериментальных 
данных.

На основе довольно простых выкладок можно прийти к вы
воду о том, что средняя скорость донного влечения частицы нано
сов Уч равна разности между донной скоростью потока Цдн и на
чальной донной скоростью влечения частицы Рнач. дн. Эксперимен
тальные данные указывают на то, что такая зависимость 
осуществляется с достаточным приближением, поэтому можно

322



написать
‘̂ ч “ '^дн "^нач-дн- ( 1 3 . 3 1 )

При переходе к средней по вертикали скорости потока полу
чаем более сложную зависимость.

Г. И. Шамов использовал весьма простой способ вывода при
ближенной зависимости для расхода влекомых наносов Рвл- Он 
принял условно, что частицы в процессе влечения не отрываются 
от дна, т. е. перемещаются в придонном слое потока высотой, рав
ной среднему диаметру частицы d. Обозначая сплошность дон
ного влечения через т, Шамов пишет

=  ( 1 3 . 3 2 )

где Ys —  удельный вес частиц наносов, Bi —  ширина той части 
русла, в пределах которой происходит донное влечение. По ука
заниям Г. В. Лопатина,

B i- 0 ,6 5 ,

где В  —  полная ширина реки.
Если на основании разработок Г. И. Шамова принять, что 

сплошность движения наносов т  пропорциональна третьей сте
пени отношения средней скорости потока к скорости массового 
движения наносов данного размера Унач. верх и обратно пропор
циональна i d ,  то формулу ( 1 3 . 3 2 )  можно переписать следую
щим образом:

^ в л  =  К В  (-Удн -  ^нач. дн);^иач. верх у т
здесь k  —  обобщающий коэффициент.

От донной скорости к средней Шамов переходит при исполь
зовании следующего принятого им на основании опытных дан
ных соотношения:

d
н

где Я —  глубина потока. В соответствии с этим формула Run при
обретает вид

Rbn =  V d  ( ) (“fcp —  -«„ач) [-Jj- ) • (13.33)

Обработка экспериментальных данных позволила Г. И. Ша- 
мову для обычных речных наносов получить й -Ys— 0,95. Соответ
ственно его формула приобретает вид

=  0,95В l / d  (̂ -.р -  - .„ )  { - j r f ' . (13.34)

Размерности входящих в формулу величин следующие: В, Н 
я d b  м, все значения скорости в м/сек, Рвл в кг/сек.
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Рассмотрим формулу И. В. Егиазарова, полученную на основе 
метода размерностей. Эта формула имеет,вид

G =  0,015yQ 1 //
R'l (13.35)

здесь G —  расход влекомых и взвешенных руслоформируюш,их 
наносов, выраженный весом наносов в воде, в т1сек, Q —  расход 
воды в м^1сек, 1 —  уклон водной поверхности, R ' = R  —  R"  —  
часть гидравлического радиуса, условно определяющая транспорт 
наносов {R —  полный гидравлический радиус, R"  —  часть гидрав
лического радиуса, учитывающая добавочное сопротивление, 
обусловленное грядовым движением наносов и сопротивлением 
берегов), f a ~  коэффициент сопротивления подвижного русла, dso— 
медианный диаметр частиц, определяемый по гранулометриче
ской кривой наносов, находящихся в движении при заданном рас- 

Vs —  V
ходе ВОДЫ Q, р ' = ----- ------- , у з  н у  —  удельный вес наносов и воды

в г/ж®.
Коэффициент сопротивления fo определяется Егиазаровым 

из условий трогания частиц по выражению

/ о = 7 т | ^ .  (13.36)Р “max

в котором dmax —  максимальный размер частицы, перемещаемой 
при данном режиме потока (или частицы, находящейся в пре
дельном равновесии). Величина tifmax может быть определена по 
гранулометрической кривой наносов, находящихся в движении 
при заданном расходе воды, при использовании приведенной 
выше формулы Шамова для начальной скорости влечения.

Для широких безгрядовых русел (т. е. в случае отсутствия 
сопротивления, обусловленного влиянием берегов и грядовых об
разований) вместо доли гидравлического радиуса R '  в формулу 
(13.35) вводится средняя глубина потока Яср. Медианный диа
метр dso для неширокой смеси наносов может быть заменен 
средним диаметром частиц (dso =  d) из состава передвигаемых 
фракций.

Подстановка в формулу (13.35) вместо величин fo, R'  и dso
Ys 1 спринятых выше значении, введение множителя -----------=  1 , 6

ys —  y
для перехода от веса в воде к весу в воздухе, а также замена ук
лона /  его значением по формуле Шези позволяют записать фор
мулу Егиазарова следующим образом:

с̂р d„Rl, =  24Q (13.37)
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Расход влекомых и взвешенных руслоформирующих наносов 
R*^ выражается в кг/сек (вес в воздухе).

Кроме приведенных выше формул в практике расчетов при
меняется также формула В. Н. Гончарова (1962 г.) для расхода 
влекомых наносов, которая имеет вид ,

Vc. 4,3
;?зл =  1 ,2^(1+ 'Р )^„ач^5 '(-^] • (13.38)

Размерности величин те же, что и в формуле Шамова. Пара
метр ф является поправочным множителем и выражает отноше
ние скорости равномерного падения частицы диаметром dep при 
турбулентном режиме осаждения к действительной гидравличе
ской крупности этой частицы. Значение ф определяется По 
табл. 13.7.

Таблица 13.7 

Значения параметра ф в формуле В. Н. Гончарова 

м м  0 ,0 6  0 ,1  0 ,4  0 ,8  1 ,2

<? 15 ,8  7 ,3  2 ,1  1 ,4  1 ,2

Если донные отложения содержат крупные непередвигаемые 
фракции, то при расчете расхода наносов по приведенным выше 
формулам производят отсечение крупных непередвигаемых фрак
ций, оценивая наиболее крупную передвигаемую частицу по фор
муле начальной скорости. Значения среднего диаметра частиц d 
и определяются по составу передвигаемых наносов донных 
отложений.

В начале настоящей главы отмечалось, что во многих случаях 
донные отложения в реках и ручьях принимают форму гряд. Раз
меры этих гряд иногда оказываются весьма значительными: вы
соты гряд могут достигать Vs— Vio глубины потока, а их длины 
часто превышают глубину. Небольшие донные гряды называют 
рифелями. Гряды обычно перемещаются в направлении течения. 
Особенностью движения гряды является то, что частицы наносов, 
находящиеся в гряде, оказываются неподвижными, перемещение 
же гряды осуществляется за счет того, что с ее тыльной стороны 
срываются наносы и увлекаются потоком, а в области ее фронта 
происходит осаждение частиц. Таким образом, за счет взмыва, 
транспорта и переотложения наносов гряда, с одной стороны 
размывается, а с другой намывается, в результате чего наблю
дается перемещение гряды. Схема перемещения гряд показана 
на рис. 13.4.

В формировании донных гряд, как и вообще донных отложе
ний, участвуют преимущественно наиболее крупные из транспор
тируемых потоком наносов. Мелкие фракции в составе наносов, 
образующих гряды, содержатся в сравнительно небольшом про
центе, однако этот процент играет весьма важную роль
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в формировании мутности потока и общего расхода наносов  ̂
Наиболее крупные наносы, перемещающиеся в придонном слое 
потока и преимущественно участвующие в формировании гряд, 
некоторыми исследователями (К. И. РосСинский, И. А. Кузьмин,, 
И. В. Егиазаров и др.) именуются руслоформирующими нано
сами. В гидрометрической практике эти наносы называют вле
комыми, учитывая, что большая их часть переносится в придон
ном слое потока, хотя надо иметь в виду, что эти наносы могут 
увлекаться восходящими вихрями и переноситься на значитель
ном расстоянии от дна.

Рассмотренные выше формулы расхода влекомых наносов 
применяют для оценки транспорта как гравелисто-галечных нано
сов в горных реках, так и песчаных и песчано-гравелистых нано
сов в равнинных реках. ,

Рис. 13.4. Схема перемещения донных гряд.
(Пунктиром показано положение гряд через некоторый интервал 
времени. Стрелками отмечены пути перемещения частиц наносов).

г. в. Лопатин еще в тридцатых годах предложил оценивать 
расходы влекомых наносов по данным натурных измерений раз
меров и перемещения донных гряд. Метод Лопатина был развит 
затем в работах В. Е. Любимова, проводившего исследования на 
р. Оби, и Д. Я. Ратковича, изучавшего наносы крупных ороси
тельных каналов.

Изучая движение наносов по перемещению донных гряд, бо
лее правильным было бы говорить не о расходах влекомых нано
сов, а о расходах наносов, формирующих гряды, или о расходах 
руслоформирующих наносов. При измерении расходов взвешен
ных наносов посредством отбора проб на мутность эти наносы 
оказываются в значительной мере, хотя, по-видимому, и не пол
ностью, учтенными.

Расход наносов, формирующих гряды Rr, вычисляется по 
весьма простой формуле, которая выводится следующим образом.

Вес наносов, заключенных в одной гряде, приходящийся на 
один погонный метр ее фронта, определяется произведением 
Уг^г, где Уг —  объемный вес наносов, слагающих гряду, —  
объем тела гряды на 1 м ее фронта. Очевидно что
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где /г — длина гряды, измеряемая по расстоянию между двумя 
смежными ложбинами или гребнями, Лер — средняя высота 
гряды. С достаточным приближением, учитывая пространствен-

ный характер гряды, можно принять, что /icp =  — через hr
О

обозначена максимальная высота гряды; обычно она измеряется 
при натурном или лабораторном изучении гряд.

Время прохождения гряды через какой-либо фиксированный
, /г

створ равно 1 = ----- , где — скорость движения гряды.
Уг

Деля вес наносов, заключенных в гряде, на время ее переме
щения через створ, находим расход наносов, формирующих 
гряды Rv,

=  (13.39)

Ниже мы увидим, что существуют приближенные эмпириче
ские формулы для оценки величин h^ и Vv Это позволяет произ
водить приближенные вычисления расходов рассматриваемой ка
тегории наносов.

§  4 .  Т е о р е т и ч е с к и е  и с с л е д о в а н и я  в з в е ш и в а н и я  н а н о с о в

Теория движения и взвешивания наносов за последние годы 
достигла значительных успехов, хотя вполне совершенного реше
ния до сих пор еще не получено.

Некоторые положения теории взвешивания наносов были рас
смотрены В. Г. Глушковым в 1911 г., показавшим связь взвеши
вания частиц с вертикальной составляющей пульсационной ско
рости. Он нашел, в частности, что предельная крупность взвеши
ваемых в потоке частиц определяется максимальной величиной 
вертикальной составляющей пульсационной скорости Штах. 
На основании этого Глушков предложил способ определения 
вертикальной составляющей скорости в потоке, заключающийся 
в том, что из потока берутся пробы взвешенных наносов и из этих 
проб выделяются наиболее крупные частицы. Вертикальная со
ставляющая скорости считается равной гидравлической крупно
сти этих частиц.

Основы диффузионной теории турбулентности и, в частности, 
теории взвешивания разрабатывались в 1915— 1923 гг. В. Шмид
том, Дж. Тейлором и др.; с исследованиями Глушкова эти уче
ные не были знакомы. В работах Шмидта и Тейлора проблема 
взвешивания частиц рассмотрена более полно, чем у Глушкова, 
и дано довольно широкое решение, относящееся к одномерной 
задаче и условиям атмосферы.

В тридцатых годах В. М. Маккавеев разработал диффузион
ную теорию турбулентности и взвешивания наносов для русловых
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потоков. Он составил дифференциальные уравнения турбулент
ного движения и турбулентной диффузии применительно к про
странственной задаче. В уравнении диффузии учитывается раз
личие удельных весов взвешенного материала и жидкости, 
а также скорость относительного движения твердых частиц. Та
кой учет осуществляется посредством члена уравнения, содержа
щего гидравлическую крупность частиц. Основы диффузионной 
теории детально рассмотрены в главе IV настоящей книги, где 
приведен вывод выражения среднего секундного переноса взве
шенного вещества через единицу горизонтальной площадки вну
три турбулентного потока и рассмотрено дифференциальное урав
нение турбулентной диффузии, с помощью которого, как указано,- 
могут решаться многие теоретические и практические задачи.

Диффузионная теория имеет преимущество перед другими су
ществующими в настоящее время теориями взвешивания наносов. 
Важным при этом является то обстоятельство, что в этой теории 
процесс рассматривается в весьма общем виде, а дифференциаль
ное уравнение диффузии содержит единственный параметр А  — ■ 
коэффициент турбулентного обмена, который связан с динамикой 
потока и для которого установлена эмпирическая зависимость. 
Теория позволяет решать разнообразные конкретные задачи, от
носящиеся как к взвешиванию и транспорту наносов, так и к де
формации русла.

К недостаткам диффузионной теории относится неучет взаим
ного влияния взвешенных частиц, их влияния на турбулентную 
структуру потока, отсутствие учета инерции твердых частиц 
в пульсирующем турбулентном потоке. Эти недостатки особенно 
существенны при изучении движения крупных наносов. Одним 
из недостатков является и то, что универсальность выражения 
коэффициента турбулентного обмена теоретически не доказана и 
имеет лишь опытное подтверждение, основанное на данных при
ближенных натурных и лабораторных исследований. Все это вы
зывает необходимость дальнейших теоретических и лаборатор
ных исследований, направленных на развитие теории взвешива
ния и движения наносов.

В сороковых годах М. А. Великанов предпринял попытку раз
работать новую теорию взвешивания и движения наносов. Он ис
ходил при этом из стремления учесть влияние взвешенных в по
токе частиц на его структуру и непосредственно учесть влияние 
силы тяжести, действующей на взвешенные в воде частицы нано
сов. Заметим, что в диффузионной теории эти силы учитываются 
посредством введения в уравнение гидравлической крупности ча
стиц. Великанов назвал свою теорию гравитационной.

Полностью отказаться от положений диффузионной теории 
Великанову не удалось, так как выведенная им для установивше
гося равномерного прямолинейного широкого потока основная 
кинематическая зависимость взвешивания оказалась практиче*
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ски полностью совпадающей с основной кинематической зависи
мостью диффузионной теории. Как известно, последняя имеет 
вид

+  (13.40)

где {qs)y —  секундный расход наносов через- единицу горизон
тальной площадки, имеющей нормалью ось у, направленную 
сверху вниз, S —  мутность в относительных объемных единицах, 
и —  гидравлическая крупность частиц.

В гравитационной теории выражение {qs)y имеет вид

=  + « « ( ! - « ) .  (13.41)

Здесь s '  и v'y—  соответственно пульсационные значения мут

ности и вертикальной составляющей скорости, v ' s '  —  момент 
корреляции мутности и вертикальной составляющей скорости.

Приведенная запись уравнения отличается от записи Велика
нова, поскольку принято другое направление оси у\ у Великанова 
вертикальная ось направлена снизу вверх.

Разность 1 —  S только при очень большой мутности заметно 
отличается от единицы. Даже при мутности, крайне редко встре
чающейся в естественных потоках, равной 50 000 г/ж^ указанная 
разность может быть принята приблизительно равной единице. 
Это легко проверить. Мутность в относительных объемных еди
ницах может быть вычислена по весовой мутности следующим 
образом;

о_ в̂ес .

ЪЮб ’

здесь Ys —  удельный вес частиц наносов (для речных наносов 
Ys =  2,65 т!м^), «вес —  мутность в г!м^, число 1 0 ® выражает коли
чество граммов в одной тонне. Если весовая мутность равна 
50 000 г/м^, то относительная объемная мутность окажется рав
ной 0,02. Действительно, с достаточным приближением можно 
принять 1 —  5 ^ 1 . Величина (1— s) рассматривается как по
правка к гидравлической крупности частиц и, находящихся 
в сильно насыщенном наносами потоке; поэтому произведе
ние (1 —  s )u  носит название скорости стесненного осаждения 
частиц.

Поправка Великанова имеет большое значение в теории 
весьма насыщенных наносами потоков. С такой насыщенностью 
мы встречаемся в селевых потоках и при движении пульпы, т. е. 
смеси грунта с водой, перегоняемой по трубам для намыва пло
тин, при отводе грунта во время разработок речных прорезей 
И Т . д. Для речных потоков поправка Великанова мало отличается
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от единицы и во внимание не принимается. Поэтому вместо вы
ражения (13.41) можно написать

=  (13.42)

В главе IV уже было показано, что разработками В. Шмидта 
и В. М. Маккавеева для установившегося равномерного широ
кого прямолинейного потока получено равенство

(13.43)

из которого видно, что в основе гравитационной теории лежит 
та же кинематическая зависимость, что и в основе диффузионной 
теории. Существенная поправка в виде множителя (1 — s) дается 
лишь для потоков весьма большой мутности.

При установившемся распределении мутности в потоке 
{qs)v =  0, т. е. результирующий перенос наносов из придонной 
части потока в поверхностную или в обратном направлении от
сутствует. Именно такой случай и рассматривается в гравитаци
онной теории. В соответствии с этим для потоков большой мут
ности Великанов записал основное кинематическое соотношение 
таким образом:

VyS == — K s ( l — s). (13.44)

В дальнейших выкладках гравитационной теории были допу
щены неточности, которые отразились и на конечных формулах. 
На эти неточности обращалось внимание в дискуссии по грави
тационной теории, проходившей в начале 50-х годов. В 1957 г. Ве
ликанов пересмотрел свою теорию, использовав при этом метод 
размерностей. Последнее хотя и избавило теорию от некоторых 
неточностей, однако лишило ее в значительной мере и физиче
ского содержания.

Стационарное распределение в потоке осредненных во вре
мени значений мутности отвечает равновесию процессов взвеши
вания и осаждения наносов как в толще потока, так и в придон
ном его слое. Последнее условие совпадает с условием отсутствия 
односторонних деформаций русла (размывов или заиления). Рас
ход наносов в этом случае определяет транспортирующую спо
собность потока, т. е. его способность переносить определенное 
количество наносов данной крупности или данного грануломет
рического состава.

Понятие транспортирующей способности является весьма важ
ным и используется при решении многих теоретических и прак
тических задач о движении наносов и деформации речного русла. 
Транспортирующую способность потока можно характеризовать 
и через среднюю мутность, отвечающую тому насыщению потока, 
при котором реализуется транспортирующая способность. Эту ве-
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.личину будем обозначать через 5тр. Формула, рекомендуемая 
для расчета 5тр, выводится на основе диффузионной теории взве
шивания наносов (см. в следующих параграфах).

В гравитационной теории предлагается зависимость для вели
чины 5тр, которую можно привести к виду

/
ср

■Sxp- " V  (13-45)

где и —  гидравлическая крупность взвешенных наносов, 

f ^— ^ ' )  —  функция отношения среднего диаметра находящихся

на дне и определяющих шероховатость русла частиц к глубине 
потока. Функция включает как постоянный множитель единицу, 
деленную на число Кармана, % ^  0,4. Через и* обозначена так 
называемая динамическая скорость, выражаемая формулой

(13.46)

В докладе на I I I  Всесоюзном гидрологическом съезде Вели

канов отметил, что вид функции остался невыясненным.

Очевидно, что формула (13.46) может применяться в случае, если 
имеются натурные материалы, позволяющие хотя бы прибли
женно установить указанную функцию.

Рядом исследователей была проведена работа по сравнению 
уравнений распределения мутности по вертикали, полученных на 
основе диффузионной и гравитационной теории с натурными эпю
рами мутности. Было установлено, что удовлетворительную схо
димость дает диффузионная теория, тогда как по гравитационной 
теории получается очень большое отклонение.

Теоретическое исследование процесса взвешивания наносов, 
завершивше;еся составлением сложной системы уравнений, было 
выполнено Г. И. Баренблатом. Несмотря на многие ограни
чения, принятые при теоретической разработке, эта система 
уравнений оказалась незамкнутой. Для замыкания системы 
используется гипотеза Н. А. Колмогорова о диссипации пульса- 
щионной энергии, а также соотношения, получаемые из теории 
размерности. Замкнутая система уравнений Баренблата даже Для 
-стационарного плоского горизонтального потока состоит из трех 
■уравнений и оказывается весьма сложной. Она содержит, кроме 
того, постоянные величины, численные значения которых неиз
вестны.

Весьма глубокий теоретический анализ взвесенесущего потока 
выполнен Ф. И. Франклем, который составил систему уравнений, 
включающую уравнение неразрывности, количеств движения, 
энергии осредненного и пульсационного движения для
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взвесенесущего потока и для взвешенных твердых частиц. Эта си
стема, состоящая из двадцати уравнений, осталась незамкнутой. 
Количество неизвестных в ней равно 39.

В целях замыкания полученной системы Франкль принял не
зависимость поля скоростей потока (осредненных и мгновенных) 
от присутствия твердых частиц и принял его заданным. Все за
труднения этим не были устранены и он вынужден был принять 
некоторые добавочные упрощающие предположения. В резуль
тате Франкль получил замкнутую, но тем не менее очень слож
ную систему четырех уравнений. Для случая равномерного дви
жения из указанной системы уравнений получаются зависимости, 
согласующиеся с диффузионной теорией.

Следует признать, что в настоящее время только диффузион
ная теория может использоваться для решения конкретных прак
тических задач о транспорте взвешенных наносов.

§ 5. Распределение мутности по вертикали

Общий характер распределения мутности по вертикали реч
ного потока выражается экспоненциальной кривой с наибольшим 
значением мутности у дна и наименьшим у поверхности. Если 
процесс взвешивания стабилизировался, то в равномерном уста
новившемся потоке характер распределения мутности вдоль по
тока не изменяется. Это соответствует состоянию насыщения по
тока наносами, отвечающему его транспортирующей способности. 
Эпюра мутности в этом случае отражает равновесие между взве
шиванием и осаждением наносов. Ниже такая эпюра будет полу
чена теоретически.

Эпюры распределения мелких наносов отличаются относитель
ной пологостью, а крупных —  значительной крутизной (рис. 13.5). 
Влияние местных условий на распределение мутности является 
весьма существенным, поэтому в реках, отличающихся измене
нием глубин и скоростей по длине и ширине потока, наблюдается 
и изменение вида эпюр мутности. От участка к участку может 
изменяться и степень насыщенности потока в связи с изменением 
скорости течения. Это приводит также к различию формы эпюры 
мутности (рис. 13.5).

Для выяснения общего характера распределения мутности 
в речном потоке необходимо анализировать осредненные для 
участков реки графики мутности и связывать получаемые осред- 
ненные кривые со средними значениями скорости, глубины, круп
ности наносов; это в значительной мере исключает влияние мест
ных условий.

Параметры получаемого ниже уравнения распределения мут
ности по вертикали должны быть связаны со средними значе
ниями гидравлических элементов потока на участке.
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Перейдем непосредственно к теоретическому изучению рас
пределения мутности по вертикали.

Запишем общее уравнение турбулентной диффузии

д х
А

ds
d t

ds

+  ■0 .

4-d x  j ^

ds
'x~dT

d

■ V ds

dy A

у dy  

ds
dy j + Ad z

ds \
d z — U ds

' W

Рассмотрим частный случай установившегося равномерного 
потока, не имеющего поперечных течений и характеризующегося 
неизменными во времени и по координатам х я z  условиями взве-

а ) б )

Рис. 13.5. Распределение безразмерной мутности 

по вертикали,
а: /  — крупные наносы, 2 — средние наносы, 3 — мелкие
наносы; б: 1 — распределение мутности в потоке, насыщен
ном наносами, 2 — поток недогружен наносами, 3 — поток 

перегружен.

шивания наносов. Ось у  вертикальна и направлена от поверхно
сти ко дну потока.

В этом случае общее уравнение упрощается (так как ряд его 
членов превращается в нуль) и приобретает вид

g
d y

d s
~dj —  и d s

d y =  0 . (13.47)

Интегрирование уравнения (13.47) позволяет получить выра
жение профиля мутности по вертикали (или эпюру мутности).

Уравнение (13.47) является дифференциальным уравнением 
второго порядка, поэтому для получения функции s (у) необхо
димо произвести интегрирование два раза и найти после первого 
интегрирования произвольную функцию интегрирования, а после 
повторного —  произвольную постоянную интегрирования

g ( 1 3 .4 8 )
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где ф1 —  произвольная функция интегрирования,

=  +  (13.49)

величина ф1 находится из условия, выражающего отсутствие пе
реноса наносов через свободную поверхность, именно

при у =  0 , -  й ^о = 0 ;

в соответствии с этим ф1 — 0 .
Итак, после первого интегрирования имеем

(13.50)

Мы знаем, что коэффициент турбулентного обмена может 
быть выражен формулой

тЯг/о - j / ' i  _  р
^  МС У " т  - 

Подставляя эту формулу в уравнение (13.50), находим 

d s  МСи d y

V i - p7
•0.

где у = , - ^ .  Интегрируя, получаем 
п

In s ------arcsin (у ] - f  С] = 0 .  (13.51)
EVqY  Р  \  ’

Произвольную постоянную Cl определяем из граничного ус
ловия у дна: при у = \  мутность s =  Sh (где Sh —  мутность у дна).
Подставляя граничные значения г/ и s в уравнение (13.51), 
находим

с =  -  In arcsin У~Р . (13.52)
gvo у р

Подставив значение Ci в уравнение (13.51), будем иметь

1п - ^  = ----- . [arcsin Y P  —  arcsin (у l /Я  . (13.53)
gvoyP   ̂ У >

Вводя функцию р {у), определяемую равенством

Р (у ) — arcsin ] /Р  —  arcsin (у 1/Р ) , (13.54)
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и учитывая,что

пишем

или

=  -  С З-55)

где

Формула (13.56) выражает распределение мутности по верти
кали. Эта формула получена в 1948 г. автором настоящей книги.

Для облегчения пользования формулой (13.56) предлагаются 
графики, изображенные на рис. 13.6, где к случаю открытого по
тока относится правая часть чертежа, охватывающая относитель
ные глубины от г/=0 до у —  \. Весь чертеж от у = — 1 до у =  -{-\ 
относится к случаю распределения мутности по вертикальному 
диаметру круглой трубы, расположенной горизонтально. К этому 
случаю в полной мере применимо уравнение (13.56), в которое 
вместо величины Sh подставляется Sa, выражающее величину 
мутности в нижней точке сечения трубы (на пересечении верти
кального диаметра со стенкой трубы); кроме того, принимается

у = - ^ ,  где D —  диаметр трубы.

Упрощенное уравнение распределения мутности можно полу
чить, если принять предположение о постоянстве коэффициента 
турбулентного обмена по вертикали и в качестве уравнения рас
пределения скорости по вертикали параболу Базена. Такое урав
нение, впервые полученное В. М. Маккавеевым в 1931 г., имеет' 
вид

2 тС (l -7 )s =  s„e S  ̂ ; (13.57)

здесь т  —  параметр параболы Базена, принимаемый равным

Записанные выше уравнения s {у) выражают распределение 
в потоке наносов, однородных по крупности, или распределение 
мутности отдельных фракций наносов, характеризуемых опреде
ленной гидравлической крупностью и, т. е. выражают распреде
ление частной мутности по вертикали. Получение общей мут
ности S, отвечающей всем переносимым в потоке наносам,
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осуществляется суммированием частных мутностей для каждой 
точки вертикали, т. е.

г = 1
здесь т  —  число фракций, переносимых потоком, i- 
Вый номер фракции.

С 1>
9 0,95

11 0 .90

12 0 ,85

14 0,80

18 О 75

25  0 .70

41 0 ,65

110 0 ,60

0.56

N

ч

N
N

Р
2 ,6

2 ,4

2 ,2

2 ,0

1,8 '

1 ,6

(13.58) 

■порядко-

>,2

1 ,0

0 , 8

0 , 6

0,4

0 , 2

- 1 , 0  - 0 , 8  - 0 , 6  - 0 , 4  - 0 ,2 0,2 0,4 0,6 0 ,8  1,0 у

Рис. 13.6. Графики функции Р(г/) для расчета распределения 
мутности по вертикали.

Распределение общей мутности по вертикали может быть по
лучено по уравнению (13.58), если задана общая мутность у дна 
потока S h  и  процентное содержание каждой фракции в придон
ном слое потока.

Проверка уравнения (13.56) на материалах натурного иссле
дования распределения мутности обнаружила его удовлетвори
тельность.
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§ 6 . Активный слой русла, донные гряды и мутность взмыва

Верхний слой наносов, покрывающих русло, характеризую
щийся непрерывным обменом частиц наносов с потоком, назы
вается активным слоем русла. Наносы, составляющие этот слой, 
как указывалось выше, называются донными наносами (иначе 
их можно называть наносами активного слоя русла).

Характер поверхности русла определяется составом донных 
отложений и динамикой потока. Весьма часто эта поверхность 
приобретает волнообразную форму, образуя гряды и рифеля, пе
ремещаемые обычно по течению.

Не всегда, однако, активный слой русла состоит только из по
движных наносов. В нем нередко встречаются крупные наносы, 
которые в данный момент не передвигаются течением, а участ
вуют в общем обмене лишь в периоды повышенных расходов и 
скоростей потока. Крупные наносы могут быть более или менее 
равномерно распределены по всей поверхности русла изучаемого 
участка реки или же образовывать отмостку отдельных зон русла, 
препятствуя размыву. Характер активного слоя русла сильно 
влияет на интенсивность русловых деформаций.

Взвешивание частиц наносов определяется разностью между 
значениями вертикальной составляющей пульсационной скорости 
и гидравлической крупностью наносов. Если гидравлическая 
крупность частицы и больше максимального значения вертикаль
ной составляющей пульсационной скорости Штая У Дна, то такая 
частица не может быть взвешена; если же ее крупность меньше 
Wmax, ТО она может взвешиваться. Таким образом, неравенство 
udWmax  определяет условие взвешивания наносов. При разделе
нии наносов на взвешиваемые и невзвешиваемые фракции круп
ность Ыпред, разграничивающая эти фракции, определяется ра
венством

п̂ред ®шах •
Выше отмечалось, что среднее абсолютное значение пульсаци

онной скорости у дна приближенно равно среднему значению 
этой величины на вертикали, а эта последняя величина может 
быть вычислена по формуле

с̂р Рср V F
~  Y n  ^  у м е

где при 10 ^  С ^  60
М =  0,7С +  6.

В свою очередь Штах приближенно находится из равенства

о
” ” • ■ “ 3 ® “  у ж  ■

22 Караушев А. В. 3 3 7



Пользуясь соотношением между гидравлической крупностьк> 
наносов и характеристиками пульсационных скоростей как чис
ленным критерием, определяющим поведение наносов в потоке, 
можно разделить последние на следующие категории.

К а т е г о р и я  !. Гидравлическая крупность частиц и меньше 
среднего значения абсолютной величины вертикальной соста
вляющей пульсационной скорости ш. Эти наносы могут нахо
диться сравнительно устойчиво во взвешенном состоянии в потоке 
и при перемещении вдоль течения в среднем могут проходить без- 
остановок большие пути.

К а т е г о р и я  П. Гидравлическая крупность частиц больше w,. 
но меньше Штах- Наносы этой категории перемещаются во взве
шенном состоянии, но их взвешивание оказывается относительно 
неустойчивым ввиду того, что оно связано лишь с временными 
усилениями вертикальных пульсационных токов. Эти наносы по
ступают со.дна внутрь потока только вместе с наиболее интен
сивными вихревыми восходящими течениями, из которых они 
затем выпадают. Находясь на дне, эти наносы могут перекаты
ваться под воздействием продольной скорости, они транспорти
руются преимущественно в придонном слое, но могут достигать 
и свободной поверхности потока.

К а т е г о р и я  П1. Гидравлическая крупность наносов и ^  
^  а̂ шах- Наносы не могут взвешиваться, но они могут переме
щаться под влиянием продольной скорости, скользят и перекаты
ваются по дну, иногда сальтируют (перескакивают). Эта катего
рия соответствует влекомым наносам в собственном смысле 
слова.

К а т е г о р и я  IV. К ней относятся неподвижные при данном; 
режиме наносы, расположенные в поверхностном слое русла.

К а т е г о р и я  V. Это совокупность всех наносов, формирую
щих активный слой русла, т. е. донные наносы, включающие ча
стицы всех указанных выше четырех категорий, но совершенно 
в иных пропорциях, чем они транспортируются потоком.

Сопоставляя наше деление наносов с общепринятым, видим, 
что взвешенные наносы соответствуют категориям I и II, влеко
мые—  в основном категориям II и III, но частично включают и 
категорию I. Донные наносы в общепринятой классификации и 
у нас имеют тождественное значение, они состоят из фракций,, 
соответствующих всем имеющимся на дне категориям наносов, и 
образуют активный слой русла. Если наносы категории IV по
крывают все русло или значительные его участки, то образуется 
так называемая отмостка и весь активный слой русла оказы
вается состоящим практически из наносов этой категории.

При изменениях режима течения во времени вдоль или попе
рек реки наносы одинаковых размеров могут перемещаться 
по-разному в связи с изменением гидравлики потока; вследствие 
этого они могут переходить из одной категории в другую.
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Для количественной характеристики возможности взаимодей
ствия потока с поверхностью русла, т. е. с его активным слоем, 
вводится русловой коэффициент [Лв, именуемый коэффициентом 
взвешивания донных наносов. Коэффициент )хв определяется так.

Строится график гранулометрического состава донных нано
сов по их гидравлической крупности и на нем проводится верти
кальная линия из точки ы =  Мпред. Слева от этой линии график 
будет соответствовать взвешиваемым фракциям. Обозначим пло
щадь этой части графика через Qbsb- Справа от указанной линии 
будет расположена часть графика, отвечающая невзвешиваемым 
фракциям. Если общая площадь графика йобщ, то коэффициент 
взвешивания Цв определится таким образом:

=  (13.59)
‘ о̂бщ

Если все наносы активного слоя при данном режиме потока 
могут быть взвешены, то Ц в= 1 , если все наносы не взвешива
ются, то |Л в  =  0 .

Коэффициент И в  используется при расчете транспортирующей 
способности потока и русловых деформаций для выделения взве- 
щиваемых фракций из состава донных отложений.

Для приближенной оценки элементов донных гряд могут ис
пользоваться эмпирические формулы, полученные на основании 
лабораторных (и отчасти натурных) исследований.

В. Ф. Пушкарев рекомендует следующие приближенные вы
ражения скорости движения гряды Vr и ее высоты hr.

о

г», =  0 , 0 1 8 8 ^ - 0 ,0 2 9 2-^ , (13.60)
5 ^  С̂р

А, =  0 ,0 0 4 4 5 г^Я  +  0,049Я. (13.61)

Здесь Уср —  средняя скорость течения, Я —  глубина потока, 
d  —  диаметр частиц наносов, g — -ускорение силы тяжести. Все 
линейные размеры даны в миллиметрах.

В последние годы обстоятельные работы по изучению донных 
гряд были выполнены В. С. Кнорозом, Н. А. Михайловой, 
Н. С. Знаменской.

Для средних размеров гряд и скорости их движения Кнороз 
получил следующие приближенные формулы:

'̂ср —  %ач

к ,  =  3 , 5 - ------f (13.62)
i f i + e

 ̂ ^ .] , (13.63)
г 1.2 \г^ср — г'нач/  ̂ ’
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't»r =  0,4l/g-rf
/  t>cp — % ач

(13.64)
/

2 ,8

2.4

2 ,0

где /г —  длина гряды, R —  гидравлический радиус потока, d — 
преобладающий размер донных наносов (все линейные величины 
выражены в метрах), Унач —  начальная скорость влечения в ж/сек.

Рассмотрим условия взмыва наносов в придонном слое по
тока и формирования донной мутности. В процессе турбулентного 
перемешивания непрерывно происходит обмен водными массами 
придонного слоя и всей толщи турбулентного потока. Нисходя
щие течения турбулентной пульсации приносят в придонный слой 
потока объемы жидкости, обладающие меньшей мутностью, чем 
объемы жидкости в восходящих вихрях, только что оторвавшихся 
от поверхности русла. При таком взаимообмене в придонном слое

наблюдается исключительно интен
сивная пульсация мутности. Среднее 
значение донной мутности S h пред
полагается полученным на основа
нии осреднения мутности во време
ни. Частную донную мутность, отве
чающую отдельной фракции (напри
мер, /-той), обозначим через «ш- 

В придонном слое потока, имею
щем непосредственный контакт 
с руслом, осуществляется обмен 
наносами потока и русла. Скользя
щие по поверхности дна вихри про
изводят взмучивание и выбрасывают 
в придонный слой объемы воды 
с весьма высоким содержанием на
носов. На поверхностях контакта 
таких вихрей с руслом мутность 
достигает исключительно большой 

величины. Эту мутность называют мутностью взмыва. Общую 
мутность взмыва обозначают через 5взм, частную, отвечающую 
содержанию, например, г-той фракции, через «взмг-

Выполненное автором настоящей книги теоретическое рас
смотрение вертикального переноса наносов, осуществляемого 
с помощью вихревых объемов жидкости в придонном слое потока 
[ 1 0 ] позволил при учете гауссовского распределения пульсацион
ных скоростей получить следующее уравнение вертикального ре
зультирующего переноса наносов частной фракции у дна:

0,3

0,4

К
Ч

О 0,2 0.4 0 ,5  0 ,8  1,0 Ш

Рис. 13.7. График функции 
Ф(8 ).

^ s i  i ^ H i  —  Ф г ^ в з м  0 ( 1 +  ®г); (13.65)

здесь W —  среднее значение абсолютной величины вертикальной 
составляющей пульсационной скорости, —  функция безраз-

340



мерной величины е. Последняя для i-той фракции наносов вычи
сляется по формуле

• 1  =  - ^ .  (13.66).

в которой Ui выражает среднюю для /-той фракции наносов гид
равлическую крупность. Функция Ф определяется довольно слож
ной формулой; для расчетов рекомендуется график Ф(е), пред
ставленный на рис. 13.7.

В приведенных выше соотношениях мутность измеряется в от
носительных объемных единицах, т. е. выражает отношение- 
объема взвешенных частиц к объему заключаюш;ей их смеси 
воды с наносами. При такой размерности мутности | s 1 =

(твердого вещества)
=  ------ ;-------------------------- -—  секундный расход наносов через-

(смеси)
единицу поверхности дна потока выражается в объемных едини
цах, поэтому можно написать

I „  I . ^ Ч т в .  в е щ .)  _  М  П Я Й 7 Ъ
' I м'  ̂ сек сек ' ' ' V

Общий результирующий секундный расход всех фракций qs- 
через единицу поверхности дна находится суммированием част
ных расходов qsi, т. е.

т

Формулы (13.65) и (13.68) показывают направленность про
цесса взаимообмена потока и русла. Если получается положи
тельное значение qs (или соответственно qsi), то это свидетель
ствует о том, что происходит выпадение наносов из потока, его 
мутность постепенно уменьшается, в то же время отметка дна 
возрастает. Напротив, отрицательные величины qs (или qsi) сви
детельствуют о постепенном насыщении потока наносами и раз
мыве русла.

Случай установившегося взвешивания отвечает отсутствию 
деформации русла, т. е. равенству нулю величины qs (или соот
ветственно qsi —  для частной фракции). На основании такого 
равенства находим соотношение между Sm  и «взм-г при устано
вившемся взвешивании

5яг=Ф Азмь (13.69)'

Это соотношение позволяет найти и общую донную мутность
тп

5 я = 2  (1 3 .7 0 >
1=1
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при известном составе наносов активного слоя русла можно 
лерейти к составу наносов, образующих мутность взмыва. 
Процентное содержание /-той фракции в составе указанных нано
сов будем обозначать через авзмг- Очевидно, что можно написать

(13.71)

Поэтому будем иметь
т

=  (^3.72)
i =  l

При гладкой форме русла области нисходящих и восходящих 
:пульсационных токов (вихрей) беспорядочно располагаются над 
его поверхностью, сменяют друг друга через короткие интервалы 
времени. Все дно потока при этом представляет собой поле бы
стро чередующихся процессов взмыва и осаждения наносов. При 
нарушении баланса наносов на всей поверхности русла начинает 
одновременно проявляться односторонний процесс заиления или 
размыва.

При грядовой форме русла области размыва и области на
мыва (заиления) разграничены в пространстве. Размыв и взве
шивание наносов сосредоточены на тыльном склоне гряды, а оса- 
-ждение приурочено к фронтальному склону. Именно это и опреде- 
^ляет направление перемещения гряды. Таким образом, тыльный 
склон гряды является основной областью формирования мутно- 
-сти взмыва. В результате взаимообмена наносами потока и русла 
осуществляется перемещение донных гряд, при этом, чем интен
сивнее такой взаимообмен, тем быстрее перемещаются грядьь 
Нарушение равновесия между осаждением и взмывом нано
сов вызывает, как и в случае гладкого русла, общую деформацию 
русла (размыв или намыв). При этом в случае размыва, напри
мер, основной областью деформации будет тыльный склон гряды, 
■а при преобладании процесса заиления заноситься будет в ос
новном фронтальный склон и подвалье гряды. Гряды меняют 
•форму, но перемещение их продолжается. Средняя отметка по
верхности дна изменяется в соответствии с величиной результи
рующего расхода qs-

Заметим, что в бурных потоках ( F r > l)  при наличии доста
точно мелких донных наносов образуются так называемые анти
дюны—  весьма своеобразные гряды, которые перемещаются про
тив течения. Такой характер движения антидюн связан с тем, что 
за выступом гряды образуется очень интенсивный вихрь, который 
размывает склон гряды, обращенный вниз по течению, а на верх
нем склоне происходит отложение наносов, принесенных течением 
сверху. В этом случае областью основного формирования мутно
сти взмыва является нижний склон гряды.
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Обработка большого натурного и экспериментального мате
риала позволила автору получить следуюш;ую приближенную» 
формулу мутности взмыва:

5ез„ =  0 ,000057Л ^^, (13.73)'

где все обозначения прежние; напомним, что

здесь С —  коэффициент Шези.
Мутность в этой формуле выражена в относительных объем

ных единицах. Если перейти к весовому выражению мутности’
(г/м^) и к средней скорости течения, то формула приобретет вид,

533. =  1507Vv, 2 A ,  (13.74).

где Г) —  переходный множитель от средней к донной скорости,, 
значение квадрата этой величины вычисляется по формуле

2 0.53С — 4,1

Приведенные здесь формулы, как, впрочем, и все, относящиеся 
к наносам или русловым процессам, являются приближенными а 
могут давать иногда довольно значительные расхождения.

§ 7. Транспортирующая способность потока

Если фактический расход взвешенных наносов в потоке равен; 
его транспортирующей способности, то осаждение и взмыв нано
сов в придонном слое уравновешиваются, а эпюра мутности при
обретает форму уже хорошо нам известной равновесной кривой,, 
выражающейся экспоненциальной формулой. Значение донной, 
мутности (общей или частной) выражается в этом случае форму
лами (13.69) или (13.70).

Элементарный расход наносов частной фракции ps, т. е. ее 
расход на единицу ширины потока, равен взятому от поверхности 
до дна интегралу произведения функций v (у) я s (у).

Чтобы найти выражение автор воспользовался эллиптиче
ским уравнением распределения скоростей v (у) и выражением: 
S (у), приведенным в § 5 настоящей главы. Интегрируем произ
ведение указанных функций по вертикали

Л  =  J  е  " )  У  d y ^
о
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С  у м е

5где

а =

После подстановки сюда значения р, определения квадратуры 
:и преобразований получаем

аО(1 — 2Р)Ч-4У^Р — Р2 ^
2 y W  L аЮ‘̂  +  А

(13.75)‘ аО \аО ' й2 0 2  4

Непосредственно из эллиптического уравнения распределения 
•скорости находим

2 «ср у р
у р  —  р ^  +  arcsin У Р

Подставляя значение vq в  уравнение (13.75), выполняя даль
нейшие преобразования и вводя Б для обозначения следующей 
функции:

а О  (1 — 2Р )  -Ь 4 / Р  — Р 2 /  1 , aG
д2 0 2  +  4

_1___ \_____  / '_ 1  I _ 5 5 _ ' 1  р - а а  arcsin V p
a G  \ a G  ^  аЮ 2 +  4  J ^

У Р  —  Я2 -I- arcsin У Р
(13.76)

получаем формулу частного элементарного расхода наносов (для 
г-той фракции)

=  (13.77)

Для облегчения пользования формулой (13.77) построены 
графики функции Б, зависящей от коэффициента Шези С и от

и
безразмерного параметра G — -------  (рис. 13.8). Нетрудно заме-

f  ср
тить, что Бг выражает отношение средней частной мутности на 

вертикали к частной донной мутности, т. е. Ба—
Sh  г

Учитывая, что элементарный расход воды q определяется ра
венством

q =  Hv ,^ ,

запишем уравнение(13.77) следующим образом:

—  ( 1 3 . 7 8 )

344



Общий элементарный расход наносов выразится так:
т

—  (13.79)'
г = 1

Переходя от донной мутности к мутности взмыва, получаем.
т

=  (13.80>
г = 1

Содержащуюся в формуле сумму, учитывающую влияние гра
нулометрического состава наносов на их транспорт, называют,-

гидромеханическим параметром наносов и обозначают через Г.. 
Вводя эту величину в формулу (13.80) и подставляя значение' 
Sb3m, пишем

v%
Ps =  q k N - g - r ,  (13.81>

где k —  коэффициент, который при относительном объемном вы
ражении мутности равен 0,000057, а при весовом (г/ж®) — 150.
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Итак, при заданном составе донных отложений, от которого 
•мы переходим к составу наносов, образующих мутность взмыва, 
^гидромеханический параметр наносов определяется по формуле

т

/ = 1

Состав донных отложений задается процентным содержанием 
«днг каждой из выделенных фракций. Часть фракций донных от- 
■ложений может оказаться при рассматриваемом режиме взвеши
ваемыми, а другая часть —  невзвешиваемыми. Доля взвешивае
мых фракций в общем составе донных наносов определяется ко
эффициентом взвешивания Цв- Процентное содержание i -той 
фракции в составе взвешиваемой части донных отложений отве- 

>'Чает процентному содержанию этой фракции в составе мутности 
взмыва, обозначаемому авзм %■ Нетрудно видеть, что

=  ^  . “ (13.83)

При заданном составе транспортируемых потоком наносов 
применяется такая формула:

■ --------  (13.84)
2 “ср г

m B i 0 i

'Где аорг —  процентное содержание i-той фракции в среднем со
ставе транспортируемых потоком наносов. В расчетах нередко 
'Используется частное значение гидромеханического параметра 
T i ,  вычисляемое для i-той фракции по формуле

Г1 =  Б,Ф,.

Для вычисления полного расхода наносов через все сечение 
'Потока служит следующая формула:

p ^ = : Q k N - ^ r ,  (13.85)

где Q —  расход воды в м^1сек. Теоретически предполагается, что 
вычисляемый по формуле (13.85) расход наносов соответствует 
транспортирующей способности потока относительно данного со- 
•става наносов. Формула является приближенной.

Вопрос о транспортирующей способности потока рассматри
вался М. А. Великановым (его формула приведена выше, в § 4
настоящей главы), А. Н. Гостунским, С. X. Абальянцем, 
:К. И. Россинским и др. Формула Гостунского приводится к виду

(13.86)
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здесь Ucp —  средняя гидравлическая крупность транспортируемых 
наносов; мутность 5тр получается в г/м^.

Коэффициент в формуле Гостунского получен по материалам, 
рек Средней Азии; эта формула может применяться, п О 'В и д и - 
мому, только для рек такого же типа, как реки указанной терри
тории.

При наличии достаточных натурных данных по мутности И' 
гранулометрическому составу взвешенных наносов и донных от
ложений реки может быть использован эмпирический способ- 
оценки транспортируюш;ей способности потока. Для этой цели, 
применяется метод, разработанный К. И. Россинским и И. А. Кузь
миным.

Согласно рекомендациям Российского и Кузьмина, транспор
тируемые потоком наносы должны быть разделены на мелкие и 
руслоформирующие. Последние представлены в донных отложе
ниях реки в достаточном количестве, мелкие же фракции в этих; 
отложениях встречаются в весьма малом количестве. По этому 
признаку путем сопоставления гранулометрического состава взве
шенных наносов и донных отложений осуществляется разделение.- 
транспортируемых наносов на руслоформирующие и мелкие.

Получив процентное содержание руслоформирующих фрак
ций в составе транспортируемых наносов при каждом измерении 
расхода, находят расходы руслоформирующих наносов и отве
чающие им значения средней мутности потока. Далее вычис
ляется некоторый гидравлический параметр, от которого зависит 
мутность потока. По принятому Россинским предположению, та

ким параметром является величина ■ Строится график;

зависимости Sp. ф (мутности руслоформирующих фракций) от

- 33 . Обычно обнаруживается значительный разброс точек,.

поэтому на поле чертежа изображаются верхняя и нижняя оги
бающие. Верхняя огибающая отвечает предельному насыщению* 
потока наносами, т. е. его транспортирующей способности в отно
шении руслоформирующих фракций; она и применяется при рас
чете транспортирующей способности. Для мелких фракций вы
полняются аналогичные построения.

§ 8. Б а л а н с  н а н о с о в  у ч а с т к а  р е к и  и р а с п р е д е л е н и е  м у т н о с т и
п о  д л и н е  п о т о к а

В самом общем виде уравнение баланса наносов для участка 
реки можно написать следующим образом:

^5нач +  ^5б.п —  ■О —  Я5кон==0, (13.87)
где РS нач и Ps кон —  соответственно секундные расходы наносов, 
в начальном и конечном створах участка, Ps б. п — суммарный
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фасход наносов всех боковых притоков реки (рек и ручьев) на 
участке, D —  секундное количество наносов, отлагающихся в пре
делах участка или поступающих в поток вследствие размыва ру
сла и поймы, иначе D —  это результирующий расход наносов 
деформации. Результирующим мы называем эту величину по
тому, что она представляет собой алгебраическую сумму размы
вов и отложений, имеющих место на отдельных частях рассмат
риваемого участка реки.

Именно, можно написать

^  разм +  S  отл •

Величины Дгразм принимаются отрицательными, а Оготл — 
лоложительными. За счет /)гразм мутность на участке возрастает, 
.а за счет Di отл —  убывает.

Если бы расход наносов можно было измерить с очень боль
шой точностью, то представилась бы возможность по уравнению 
(13.87) определить результирующую деформацию русла на уча
стке. В действительности же точность измерений расходов нано
сов мала и нередко относительная ошибка достигает ±10— 15%. 
•Поэтому определения результирующих деформаций по уравне
нию (13.87) можно вьшолнять лишь для участков с очень боль
шим изменением расходов наносов по длине. Примером такого 
участка служит нижний бьеф гидроузла. Через начальный створ 
участка в этом случае поступает осветленная вода из водохрани
лища, поэтому можно считать Ps нач =  0 .

Пренебрегая боковым притоком наносов (это допустимо да
леко не всегда), находим

D  =  —Ps коя',
•знак минус показывает, что будет иметь место размыв русла.

Уравнение баланса наносов можно составить теоретически и 
йспользовать при расчетах распределения мутности по длине по
тока и деформации русла.

Рассмотрим бесприточный участок реки длиной Ах. При раз
делении реки на участки учтено условие малой изменчивости гид
равлических элементов потока в пределах такого участка и оди
наковая направленность руслового процесса, т. е. предусматри- 
'вается, что в пределах участка может иметь место только размыв 
или только отложение наносов. Этим данное рассмотрение отли
чается от предыдущего, где предполагалось, что в пределах од
ного участка может иметь место как размыв (Дразм), так и отло
жение наносов (£>отл)-

Расход наносов через начальный створ участка выразим про
изведением QS (где Q — расход воды в м^1сек, S  —  средняя мут- 

(тв. вещ.) \ „
яость в ------ — -------—  I . Расход наносов через конечный створ

(воды) /
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будет равен Q (5 +  А5), где Л5 —  приращение (положительное 
или отрицательное) мутности на протяжении рассматриваемого 
участка. Через В обозначим ширину реки, а через qs —  средний 
на участке вертикальный расход наносов, переносимых через еди
ницу поверхности русла (размыв или отложение). Полный верти
кальный расход на участке будет равен qsBAx. Записываем урав-. 
нение баланса наносов следующим образом:

Q 5 = Q ( 5  +  A5) +  ^5 ^Ax .

Приводя подобные и переходя от конечных приращений к бес
конечно малым, получаем

Q d S  +  q s B d x  =  0. (13.88)

Найдем теперь приближенное выражение qs —  расхода нано
сов через единицу поверхности русла. Такой расход будет скла
дываться из осаждения наносов за счет гидравлической крупно
сти частиц и взмыва наносов. Осаждение равно произведению uS,  
где и —  средняя гидравлическая крупность частиц. Взмыв будет 
пропорционален разности между мутностью взмыва и средней 
мутностью потока, т. е. выразится величиною ^(5взм — 5), где 
k  —  коэффициент пропорциональности.

Теперь можем написать

q s ^ t i S - k { S , , ^ - S ) .  (13.89).

Если м5>й(5взм —  S), то имеет место отложение наносов 
{qs>.0), если ы5<^(5взм —  5), то имеет место размыв русла 
(<?s<0). Выражение (13.89) можно записать иначе:

q s ^ { u  +  k ) S - k S , , ^ .  (13.90)

Коэффициент k  определяется из условия равновесия русла, 
при котором <?s=0 .

Деформация русла отсутствует только в том случае, когда 
мутность потока отвечает его транспортирующей способности, 
т. е. равна 5тр. Следовательно, можно написать

5,р(й +  ;^)=  ^5ззм. (13.91)
Мы знаем, что

5.р =  Г5ззм, (13.92)

где Г —  гидромеханический параметр наносов.
Теперь легко находим

^ =  (13.93)

Подставим выражение (13.90) в уравнение баланса (13.88) 

[(й - f  ^)S-A533M]5f l?A;=-Qf i f5.  (13.94)
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Интегрируем найденное уравнение. После определения произ
вольной постоянной из начального условия

при Х =  0

и преобразований получаем уравнение распределения мутности 
по длине потока

k / k \
=  +  Q . (13.95)

Из выражения (13.93) вытекает такое равенство;

г ~ ~ -  ' (13.96)

Учитывая это равенство и выражение (13.92), приходим 
к окончательному виду уравнения распределения мутности по 
длине потока:

в (Ц+fe)
5 =  5,р +  (5нач-5тр)^ Q (13.97)

Нетрудно видеть, что при 5нач>5тр уравнение дает уменьше
ние мутности по длине потока, т. е. указывает на то, что проис
ходит заиление, а при 5нач<5тр происходит возрастание мутно
сти, т. е. обнаруживается размыв русла.

Полученное уравнение может использоваться как для расчета 
деформации русла, так и для расчета распределения мутности 
по длине потока.

Г л а в а  X I V  

ДЕФОРМАЦИЯ РЕЧНЫХ РУСЕЛ

§ 1. Русловые процессы и динамическая классификация русел

Процессы взаимодействия потока и русла, приводящие к из
менениям формы и размеров последнего, к его поперечному пере
мещению, врезанию или поднятию за счет заиления, называются 
русловыми процессами. Под русловыми процессами понимают 
также и перемещение аккумулятивных русловых образований; 
побочней, кос, донных гряд и т. д. Главной характеристикой рус
лового процесса является общая направленность деформаций; 
размыв, заиление, динамически устойчивое состояние русла. На
правленность процесса определяется соотношением между рас
ходом наносов и транспортирующей способностью потока.

Формирование русла является саморегулируемым процессом, 
причем регулирование осуществляется через транспортирующую
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способность потока. Размыв, происходящий при недогрузке по
тока наносами, приводит к увеличению глубины, благодаря чему 
уменьшается скорость течения, а вместе с ней и транспортирую
щая способность потока. Когда фактический расход наносов при
ходит в соответствие с транспортирующей способностью, размыв 
прекращается. При заилении русла имеет место обратная кар
тина. Русловые процессы активизируются при естественных 
(включая и сезонные) и искусственных изменениях стока воды и 
наносов. Равенство фактического расхода наносов транспорти
рующей способности потока отвечает случаю динамически устой
чивого русла, характеризующегося лишь перемещением в русле 
аккумулятивных образований, трансформацией меандров и т. д.

Теоретические основы русловых процессов рассматриваются 
в речной гидравлике и составляют один из разделов гидрологии 
суши. В теории русловых процессов широко используется и гео
морфологический подход, применимый при решении вопросов, не 
связанных с оценкой односторонних деформаций. Расчет послед
них (общих размывов или заилений) осуществляется при исполь
зовании методов гидравлики или методов лабораторного модели
рования. Гидравлический расчет деформаций русел включает 
комплекс вычислений, основанных: 1 ) на использовании уравне
ния баланса наносов, называемого иногда уравнением деформа
ции русла (см. главу ХП1), 2) на применении чисто гидравличе
ских зависимостей, 3) на использовании соотношений, опре
деляющих транспорт наносов. Теория русловых процессов 
разработана еще недостаточно и гидравлические и морфологиче
ские решения носят лишь приближенный характер.

Рассмотренные выше процессы русловых деформаций явля
ются конкретным выражением взаимодействия потока и русла. 
Впервые идея о таком взаимодействии была высказана
В. М. Лохтиным (1904 г.), а затем поддержана В. М. Родевичем 
и М. А. Великановым. Однако это взаимодействие понималось 
в основном как динамическое взаимодействие. Здесь мы особо 
подчеркиваем, что взаимодействие потока и русла осуществляется 
прежде всего через взаимообмен наносами.

Интенсивность русловых деформаций зависит от разности 
между количеством поступающих на тот или иной участок реки 
наносов и транспортирующей способностью потока, а в случае 
размыва также и от характера пород, слагающих речное русло.

На основании высказанных соображении может быть дана 
динамическая классификация речных русел, предусматривающая 
их разделение на следующие основные типы: 1 ) устойчивые ру
сла, 2) размываемые, 3) намываемые (иногда удобнее говорить 
о заиляемых руслах, особенно если намыв происходит за счет 
мелких фракций наносов), 4) равновесные, или динамически ус
тойчивые, русла, 5) • квазиравновесные, или динамически квази- 
устойчивые, русла.
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Первый тип включает русла, сложенные весьма устойчивыми 
(в отношении эрозии) породами, подвергающиеся лишь слабому 
размыву даже в условиях значительной недогрузки потока нано
сами. Этот тип характерен для рек, прокладывающих ру
сло в твердых скальных породах. При отнесении такого русла 
к типу устойчивого учитывается крайняя медленность его вреза
ния, иногда практически совершенно незаметная. Одной из осо
бенностей первого типа является то, что наиболее интенсивная 
эрозия происходит не при отсутствии транспорта наносов; а при 
умеренном транспорте, обусловленном таким поступлением их 
в поток, которое не достигает транспортирующей способности. 
Если поступление наносов превышает транспортирующую спо
собность потока, то коренное русло покрывается защитным 
слоем рыхлого аллювия; такое русло уже относится к намывае
мому или равновесному типам.

Второй тип русел (размываемых) характерен для участков 
рек, отличающихся недогрузкой наносами в период наиболее ин
тенсивного стока и протекающих в легко размываемых (обычно 
рыхлых) грунтах. Указанная недогрузка определяется разно
стью между транспортирующей способностью потока и фактиче
ским транспортом наносов. Заметим, что в связи с поступлением 
в поток наносов за счет размыва русла эта разность по длине 
рассматриваемого участка реки постепенно уменьшается. Размы
ваемые русла характерны для верховьев рек, в том числе и гор
ных, не попадающих в первый тип. Такие русла наблюдаются 
в нижних бьефах плотин, когда река, потерявшая наносы в водо
хранилище или в пруду, начинает вновь насыщаться наносами 
за счет размыва русла. Длина таких размываемых участков ру
сла может достигать десятков и сотен километров. Размываемые 
русла формируются также и в местах современных тектонических 
поднятий земной коры.

Заиляемые русла (третий тип) характерны для низовьев и 
устьевых участков рек, для участков рек, постоянно подпираемых 
водохранилищами; они имеют место в зонах современных текто
нических опусканий земной коры, а также при выходе насыщен
ных наносами горных рек в предгорья или на равнину.

Равновесные, или динамически устойчивые, русла (четвертый 
тип), как указано выше, имеют те участки рек, для которых ха
рактерно равенство между транспортирующей способностью и 
фактическим расходом наносов. Здесь русла в среднем не меняют 
своих высотных отметок, а деформации, носящие более или ме
нее периодический характер, происходят за счет смещений русла 
в плане и передвижения русловых аккумулятивных образований. 
Русла средних течений многих рек могут быть отнесены к этому 
типу.

Нередко процессы размыва или заиления больших участков 
русла проявляются крайне медленно и в ряде задач такие уча
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стки могут быть отнесены к динамически устойчивым. В других 
же случаях оказывается необходимым специально выявить тен
денцию деформации русла и оценить ее количественно. Поэтому 
представляется целесообразным выделить такие русла в особый 
тип, назвав их квазиравновесными, или динамически квазиустой- 
чивыми (пятийтип).

Формы русел выделенных типов отличаются некоторыми спе
цифическими чертами. Так, например, разделение русла на ру
кава с многочисленными островами и протоками является одним 
из свойств заиляемого русла. Интенсивно размьщаемые русла —  
это врезанные русла обычно со слабо развитыми поймами и ус
тойчивыми очертаниями в плане.

Соотношение между транспортирующей способностью потока 
и фактическим расходо1у1 наносов меняется во времени в связи 
с изменениями режима реки. Поэтому русло того или иного уча
стка реки только в среднем может быть отнесено к определен
ному типу, сезонные же изменения режима реки (ее жидкого и 
твердого стока) могут характеризоваться чередованием процес
сов размыва и заиления и накладывают определенный отпечаток 
на форму русла. По-видимому, с сезонными изменениями соотно
шения между расходом наносов и транспортирующей способно  ̂
стью потока связаны сезонные периодические изменения режима 
перекатов. Местные факторы, однако, обусловливают то, что 
зоны намыва и размыва оказываются приуроченными к более 
или менее определенным участкам реки, где эти перекаты и фор
мируются. Для многих равнинных рек Советского Союза харак
терна определенная последовательность в ходе стока воды и на
носов, поэтому нередко появляется возможность установления 
однозначной связи между уровнем реки и отметкой гребня пере
ката, что было показано исследованиями Б. В. Полякова, 
Г. И. Шамова и В. В. Федорова. Необходимо, однако  ̂ иметь 
в виду, что при несоблюдении указанной последовательности эта 
связь может быть нарушена. Зависимости, установленные для 
какого-либо переката, не могут переноситься на другую реку и 
даже на другой перекат той же самой реки. Указанные зависи
мости применяются для расчета глубин на конкретных перекатах 
и имеют целью обеспечение судоходства прогностическими дан
ными.

Большой интерес представляет формирование речного русла 
в плане, и в частности образование речных излучин. Этот вопрос 
на натурном материале изучался Н. И. Маккавеевым, И. В, По
повым и др. Теоретическое рассмотрение процесса образования 
речных излучин выполнено В. М. Маккавеевым и И. М. Конова
ловым. В лабораториях этот процесс исследовался М. А. Велика
новым, Н. С. Шарашкиной, А. Ф. Кудряшовым й йр.

Взгляды на причины формирования речных меандров, выска
занные В. М. Маккавеевым и М. А. Великановым, различающиеся
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В деталях, в сущности до
вольно близки и сводятся 
к тому, что структура самого 
речного потока уже пред
определяет извилистую фор
му речного русла. В. М. Мак
кавеев теоретически пока
зал, что течение речного по
тока является неустойчивым, 
в связи с чем в прямоли
нейном широком русле воз
никает извилистость дина
мической оси потока. Изви
листое русло было неодно
кратно получено в Лабора
торных условиях (рис. 14.1). 
На модели воспроизводится 
паводок, который на перво
начально плоском размывае
мом дне создает извилистую 
полосу углубления вдоль ди
намической оси потока, по
следняя при понижении уро
вня будет вырабатываться 
в глубину. В дальнейшем 
она превращается в извили
стое меженное русло.

Общую схему формиро
вания извилистого русла 
можно изобразить таким 
образом. Паводочный рас
ход реки в соответствии 
с режимом твердого и жид
кого стока, транспортирую
щей способностью потока, 
с топографией и геологией 
местности вырабатывает 
русло с весьма неровными 
очертаниями берегов, харак
теризующееся чередованием 
расширений и сужений. На 
участках расширений выра
батывается извилистое под
водное русло, которое при 
снижении уровней играет 
роль меженного русла. Сте
пень извилистости. послед-



него первоначально определяется только извилистостью, дина
мической оси паводочного потока. В дальнейшем развитие 
меженного русла и его углубление осуществляется более низкими 
расходами на спаде и подъеме паводка, а также меженными 
расходами. Меженный расход производит частичную, расчистку 
русла от скоплений наносов. Во всем этом процессе формирова
ния извилистого русла важнейшую роль играют поперечные те
чения, получающие существенное развитие как при искривлении 
динамической оси потока, так особенно в условиях уже возник
шей извилистости русла.

Процессы развития речного русла протекают в конкретной 
физико-географической обстановке, характеризующейся опреде
ленным гидрологическим режимом реки, рельефом местности, 
геологией, количеством и составом поступающих в реку наносов, 
растительностью на пойме и т. д. Все это приводит к многообра
зию форм речных русел и пойм. Отсюда вытекает необходимость 
исследования русловых процессов и форм не только с позиций 
гидравлики (или гидродинамики), но и с позиций общей гидро
логии и геоморфологии. Геоморфологический подход к теории 
русловых процессов развивается, в частности, в работах 
Н. И. Маккавеева, Е. В. Шанцера, Н. Е. Кондратьева, И. В. По
пова.

При анализе русловых процессов в частности при геоморфоло
гическом их рассмотрении, нередко пользуются понятием «русло
формирующий расход». Это такой расход воды, который связан 
с транспортом весьма значительного (для данной реки) количе
ства наносов и воздействие которого на речное русло вызывает 
такой же эффект, как и суммарное воздействие фактически 
наблюдающихся изменяющихся в течение года расходов воды и 
наносов. В качестве руслоформирующего расхода воды обычно 
принимают расход, несколько меньший максимального, соответ
ствующий некоторому превышению потоком уровня крЬмбк 
поймы.

§ 2 . Морфометрические соотношения

Саморегулирование русловых процессов приводит к тому, что 
определенным видам естественных русловых потоков соответст
вуют достаточно определенные соотношения между морфометри
ческими элементами русла, а также между последними и гидрав
лическим режимом потока.

Большое практическое значение имеет вопрос о соотношении 
элементов речного русла: его ширины со средней и максимальной 
глубиной, размера радиуса кривизны русла и длины шага меанд
ров с шириной русла и т. д. В области морфометрии русел наши 
познания еще весьма ограниченны, но имеются некоторые резуль
таты, которыми можно пользоваться. Плодотворной представ
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ляется, однако, предложенная Зидеком (1905 г.) и В. Г. Глушковым 
(1925 г.) зависимость между шириной и глубиной русла в попе
речном профиле.

Формула Глушкова, связывающая ширину русла В  с его сред
ней глубиной в поперечном сечении Яср, составлена для уровня, 
о.твечающего кромкам поймы, при расходе, близком к руслофор
мирующему,

У В = к Н , ^ .  (14.1)

Здесь Яср и В выражены в м, величины k  для разных грунтов 
получены различными: для песчаного русла k = 2 , l ,  для легко- 
размываемых грунтов k ~ 5 , 5 ,  для скальных пород k = l , 4 .

Рядом ученых исследовался вопрос о взаимной связи разме
ров русла (Яср и В)  с уклоном и расходом потока ( /  и Q). В ос
нову этих исследований было положено уравнение равномерного 
движения потока. Особого внимания заслуживают работы
С. И. Рыбкина, С. Т. Алтунина и И. И. Якунина.

Рыбкин на большом натурном материале, относящемся к ре
кам бассейна Верхней Волги и Оки, получил три гидроморфомет
рические зависимости для средней ширины русла, средней глу
бины и средней скорости течения. Из этих зависимостей непо
средственно вытекает следующая формула:

Яер =  0 ,2д°’®/-“’"В“ °’®. (14.2)

Зависимость Якунина приводится к виду

Я ер= 0,2д°'® /“ °’2 5 “ “’®. i(14.3)

Столь хорошее согласие формул, полученных эмпирическим 
путем различными авторами и на различном материале, яв
ляется весьма примечательным. Оно свидетельствует о том, что 
обе эти формулы, по-видимому, достаточно близки к соотноше
ниям, имеющим место в природе. К этому следует добавить опре
деленную близость между формулами Алтунина и Рыбкина и ре
зультат, полученный Гринбергом, подтверждающий соотношения 
Рыбкина и Якунина.

Из упомянутых выше соотношений Рыбкина выводится сле
дующая формула средней скорости течения:

^̂ ,р =  20Я?рУ’®5°''. (14.4)

Эта формула отвечает условиям равномерного движения реч
ного потока. Как известно, скорость при равномерном движении 
выражается формулой Шези—Маннинга

^ с р — ■ „  П с р /  ■

Збб



п р и  сравнении этой формулы с зависимостью (14 .4 ) прихо
дим к весьма своеобразному соотношению для коэффициента 
шероховатости

й =  0.05Яс“р°’°"5 “ °’\  (14.5)

которое должно рассматриваться как приближенное и относя
щееся к потокам, формирующим свою шероховатость в условиях 
вполне определенного гидрологического режима и состава дон
ного аллювия. Самоформирование шероховатости обусловлено 
вымывом мелких фракций из донных отложений и сохранением 
в них частиц вполне определенного гранулометрического состава, 
а  такж е образованием определенных очертаний русла в плане и 

, в продольном профиле, от которых также, как известно, зависит 
коэффициент шероховатости. Такой процесс формирования шеро
ховатости приводит к тому, что последняя оказывается зависящей 
более или менее определенным образом от гидравлических эле
ментов потока.

Теперь рассмотрим одну из формул, определяющих радиус 
кривизны г меженного русла речного потока. Эта формула пред
ложена Н. И. Маккавеевым и имеет вид

0 ,0014  У  Q
(14.6)

Здесь Qp — руслоформирующий расход, /р — уклон водной 
поверхности при этом расходе. Н. И. М аккавеев приводит спе
циальную зависимость для вычисления Qp. Формула (14.6) со
ставлена на основании обобщений очень большого натурного м а
териала. Позже она получила новое обоснование в работе 
В. М. М аккавеева, который теоретически показал, что имеет 
место следующая приближенная пропорциональность;

Q'
,0,6

^0,9

довольно хорошо согласующаяся с эмпирической форму
лой (14.6).

Посредством подстановки по Шези формулу Н. И. М аккаве
ева можно преобразовать и придать ей следующий вид:

где п — коэффициент шероховатости; все элементы относятся 
к  руслоформирующему расходу. Формула (14.7) показывает, что 
в потоках с одинаковой скоростью течения радиус кривизны тем 
больше, чем больше размеры поперечного сечения русла (его

т



глубина и ширина) и чем меньше коэффициент шероховатости. 
Заметим, что А. Н. Кощеев при. лабораторном исследовании об
текания полузапруд в речных потоках установил, что чем выше 
шероховатость русла, тем больше кривизна линий тока струи, 
обтекающей полузапруду, что качественно согласуется с форму
лой (14.7).

§ 3. П р о д о л ь н ы й  п р о ф и л ь  д и н а м и ч е с к и  у с т о й ч и в о го  р у с л а

Задача о продольном профиле динамически устойчивого 
русла может быть решена на основе принципиальных положений, 
изложенных в § 1 настоящей главы. Эта задача является весьма 
сложной, поэтому ниже будет рассмотрен лишь наиболее простой 
случай динамически устойчивого русла бесприточного участка 
реки. Решение может быть использовано для оценки тенденции 
развития фактически существующего продольного профиля тога 
или иного участка реки в ее бытовом состоянии или в условиях 
выправления (обвалования, искусственного сужения русла 
ИТ. д.).

На бесприточном участке реки динамически устойчивое русло 
может иметь место в том случае, если в период половодья, яв* 
ляющийся основным периодом руслоформирования, действи
тельный расход наносов Рзд будет оставаться неизменным по» 
длине рассматриваемого участка реки ,и в то ж е время будет рав
ным транспортирующей способности потока при данном составе 
транспортируемых наносов. Если через Pg обозначить расход 
наносов, отвечающий транспортирующей способности потока 
при руслоформирующем расходе воды Qp, то для указанных ус
ловий можно написать

P sk  —  P s >

d P „ ( 1 4 . 8 )

где д:—-продольная ось реки.
Выражая Ps через элементы потока и русла, запишем фор

мулу
P s  =  k ^ H y ^ { D , U ) ~ ^ Q ^ ,  (1 4 .9 )

в которой Н  — средняя глубина потока на участке, /  — уклон 
водной поверхности. Da — средний диаметр частиц верхнего (ак
тивного) слоя русловых донных отложений, U — средняя гидрав
лическая крупность транспортируемых потоком наносов. Содер
жащиеся в формуле показатели степени ф, р и ip, а также коэф
фициент принимаются согласно одной из существующих: 
формул транспортирующей способности потока. Д ля условий кон
кретной реки эти величины могут быть установлены и эмпириче
ским путем.
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По длине бесприточного участка реки происходит измельче
ние транспортируемых наносов и донных отложений. Одним из 
первых исследователей этого процесса был Штернберг, предло
живший формулу, определяющую измельчение в зависимости от 
пути частицы вдоль потока х. Согласно Штернбергу, можно 
написать

Da =  Da об-'”", (14.10)
где т  — величина, находимая опытным путем, а Dao — средний
диаметр активного слоя русла на начальном створе рассматри
ваемого участка реки (при х = 6 ) .

Гидравлическая крупность крупных частиц наносов, как было 
показано в предыдущей главе, связана с диаметром частиц сле
дующей пропорциональностью:

поэтому интенсивность уменьшения гидравлической крупности 
крупных частиц наносов по длине х, обусловленную истиранием, 
можно выразить зависимостью

т  ■ ■

U ^ U o e ' ~ \  (14.11)
Теперь формуле (14.9) можно придать вид

(Da of/o)~^ (14.12)
где

i f  I

Если через z  обозначить отметки свободной поверхности, то 

производная —— будет выражать уклон свободной поверхности
С1Х

потока 1, который для потока с динамически устойчивым руслом 
изменяется вдоль оси х  по определенному закону.

Продольный профиль потока выражается дифференциальным 
уравнением

dz  =  l { x ) d x .  (14.13)

Функция 1{х) может быть найдена из условия постоянства 
Ps  вдоль X

Я о \1 /Р

Предположение о постоянстве Ps и Qp вдоль х  позволяет 
принять

Я о  \ ‘/Р
=  const =  ^;
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в в о д я  о б о з н а ч е н и я

V — i -  и, — g—  ̂ R ’ й ’ ^§ ’ " Р ’

П р иходим  к сл е д у ю щ е й  з а п и с и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о го  у р а в н е н и я  
п р о д о л ьн о го  п р о ф и л я :

dz  =  k{D^oUy dx .  (14.15)

Величины, относящиеся к начальному профилю (обозначен
ные индексом «О») являются в уравнении постоянными. Все по
стоянные можно объединить и обозначить через Ао, т. е. принять

A ,  =  k ( D M \

что приводит к следующей записи дифференциального уравнения 
продольного профиля бесприточного участка реки с динамиче
ски устойчивым руслом:

d z  =  AoH~'^e~^ dx .  (14.16)

Если коэффициент ^ известен, то величина Ао вычисляется по 
параметрам наносов на начальном профиле участка. В против
ном случае она может быть найдена непосредственно из уравне
ния (14.16) при отнесении всех входящих в него величин к на
чальному профилю.

Заметим, что некоторые натурные данные позволяют ориенти
ровочно принять [л^0,2 и g^O,OOOOI и получить в связи с этим 
следующее уравнение:

=  (14.17)

дающее самое общее представление о форме продольного про
филя динамически устойчивого русла (на бесприточном участке) 
и применимое к конкретным случаям лишь с известной осторож
ностью.

§ 4. Р а с ч е т  д е ф о р м а ц и й  р у с л а  п р и  н а л и ч и и  д а н н ы х
о  м у тн о ст и  п о т о к а

Исследование условий взвешивания и осаждения наносов 
в придонном слое потока привело к получению следующего вы
ражения результирующего вертикального секундного расхода на
носов через единицу поверхности русла qsn-

?5Я =  х (^я - Ф 5 , з„ )(1 -Ь з). (14.18)

Эта формула подробно рассмотрена в главе XIII, там ж е 
даны соотношения для вычисления входящих в формулу величин.
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Д ля упрощения решения принимаем, что наносы являются од
нородными по гранулометрическому составу. В соответствии 
с этим величина qsh будет выражать полный единичный расход 
наносов. Безразмерный параметр в, непосредственно входящий 
в формулу (14.8) и являющийся аргументом содержащейся 
в формуле функции Ф, находится в рассматриваемом случае по 
среднему значению гидравлической крупности наносов U

и
W

где W — среднее значение абсолютной величины вертикальной 
составляющей пульсационной скорости у дна потока.

Результирующий вертикальный расход наносов определяет 
деформацию русла. Положительный расход +qsH  направлен 
вниз, а отрицательный —<7sh_— вверх, поэтому при qsn >  О имеет 
место заиление, а при ^ s h <  О — размыв русла. При <7sh=0 
русло динамически устойчиво.

Рассмотрим размерность величины qsH- Если мутность выра-
I м^тв. вещества \

ж ается в относительных объемных единицах I — --------------- - ,
\ жидкости /

то

\ QsH I лА сек

здесь в выражен объем твердого материала, т. е. суммарный 
объем частиц наносов, поступающих на поверхность русла или 
смываемых с поверхности русла в поток. Размерность qsn можно 
написать и так:

I I __м
\ Язн  I ,.g^ •

Таким образом, получаем размерность скорости. В соответст
вии с этим qsH будем называть условной скоростью деформации 
русла. Чтобы получить истинную скорость деформации и факти
ческие размеры размывов и намывов в секунду, надо учесть по
ристость грунта Л; эта величина показывает объем пор в еди
нице объема грунта.

Приращение отметки (высоты) дна АЛ за некоторый интервал 
времени М  выразится соотношением

(14.19)

Величина Д/г измеряется в м. При расчете деформации qsn 
находится по формуле (14.18). Разность 1 — А выражает объем 
твердых частиц в единице объема грунта. Обычно пористость 
грунта характеризуется значениями А =0,Зн-0,5. Пористость и ве
личина разности 1— А могут быть найдены по удельному весу
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частиц наносов ys и объемному весу грунта уг (см. табл. Г. А. Пе
туховой в предыдущей главе). Заметим, что уг выражает вес еди
ницы объема грунта без воды, но в естественном его уплотнении. 
Из элементарных соображений нетрудно получить

( 1 4 . 2 0 )

Формулы (14.18) и (14.19) позволяют вычислить деформации 
русла на любой вертикали, если известны глубина Я , скорость 
течения v, средняя крупность взвешиваемых фракций донных от
ложений и донная мутность S h -

Д аж е при установившемся режиме потока S h сильно меняется 
во времени, поэтому рассматриваемый метод дает в некоторой 
степени случайные деформации, выявляющие лишь расположе
ние зон размыва и заиления.

Содержащаяся в формуле (14.18) величина 5взм вычисляется 
по формуле

5 взм =  « Л А - ^ ,  (14.21)

где а — коэффициент, находимый по данным измерений мутно
сти на рассматриваемом участке реки.

При расчете деформаций русла надо принимать во внимание 
следующее условие: величина 5взм не может быть меньше S h , 
таким образом, в условиях конкретного потока S h является наи
меньшим возможным значением 5взм- Если вычисленное по фор
муле значение 5взм оказывается меньше S h ,  то  при расчете де
формации русла надо взять 5взм =5н- Д ля этого предельного 
случая выражение qsH получает вид

—  (14.22)

Д алее следует учитывать, что деформации Ah приводят к из
менению глубины потока, т. е. если в начальный момент времени 
при t ~ 0  глубина H = H i ,  то при t — At  глубина H — Hi  — А/г. 
При размыве Ah получается отрицательным. Поскольку в этом 
случае глубина возрастает, перед Ah поставлен знак минус.

С изменением глубины изменяется гидравлика потока, по
этому расчетный интервал At, принимаемый одинаковым для 
всего участка реки, должен назначаться небольшим с тем, чтобы 
вычисляемые значения Ah  нигде не получались больше 1/4-н1/6 
от первоначальной глубины Я.

Теперь остановимся на способе определения коэффициента а 
в  формуле мутности взмыва. Этот коэффициент при решении по
ставленной задачи находится по данным измерения мутности 
потока, скоростей течения, глубин и уклона /  на участке реки. 
Определяются средние для рассматриваемого участка значения 
поперечного профиля потока Юор и глубины Яср- Вычисляется
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средняя скорость течения делением расхода воды Q на соор и д а 
лее по формуле Шези с использованием уклона /  находится 
коэффициент С. Находится среднее значение измеренной мутно
сти потока 5ср.изм, которое принимается за мутность, отвечаю
щую транспортирующей способности потока 5тр. Имея все эти 
данные, можно, воспользовавшись формулой

'^ср. изм =  •̂ тр =  *5взм А  (14.23)

вычислить 5взм, а затем найти и коэффициент а; очевидно, что

Здесь Vhcp — средняя для участка донная скорость потока, 
полученная путем умножения Уср на т]; Л̂  — безразмерная вели
чина, определяемая по формуле

N  =  -

Способ вычисления гидромеханического параметра наносов Г 
изложен в главе XIII.

Подставив найденное таким образом значение а в формулу 
мутности взмыва (14.21) и произведя расчет деформаций русла 
изложенным выше методом, получаем возможность определить 
зоны местного размыва и местного заиления в пределах рассмат
риваемого участка реки.

Изложенный метод расчета отличается большой наглядно
стью, практическое же его значение невелико, поскольку для его 
использования необходимы детальные планы поля донной мут
ности, получить которые в натуре довольно трудно, при этом та 
кие планы очень быстро становятся устаревшими. Заметим, что 
рассматриваемые ниже в настоящей главе методы расчета рус
ловых деформаций практически вполне рациональны и широко 
применяются при проектировании.

Расчет русловых деформаций при наличии достаточных на
турных данных о мутности и гранулометрическом составе взве
шенных и донных наносов может быть выполнен при использова
нии графиков, построенных по схеме, предложенной К. И. Рос
синским и И. А. Кузьминым (см. § 7 главы X III). Эти графики 
выражают зависимость значений мутности руслоформирующих,

а такж е и мелких фракций от аргумента  ̂ > причем за ос-
с р

новной график, выражающий транспортирующую способность 
потока, принимается верхняя огибающая кривая.

Рассматриваемая часть реки делится на расчетные участки, 
длина которых принимается равной примерно удвоенной ширине

363



r-rпотока. Получив значения аргумента для каждого расчет-
ср

него участка, находят по графику величины мутности, отвечаю
щие руслоформирующим фракциям 5р.ф, и относят их к концам 
расчетных участков.

Деформация русла в пределах участков вычисляется следую
щим образом. Находится разность мутности между концом пре
дыдущего участка (совпадает с началом рассматриваемого уча
стка) и концом рассматриваемого участка. Пусть эта разность 
равна (± )A sp .ф. Умножив Asp.ф на расход воды Q, получают ко- 
лич_ество наносов, выпавших на дно участка или смытых с дна 
участка в секунду. Выбрав расчетный интервал времени А/ и 
умножив найденную величину на М,  находят деформацию за 
счет руслоформирующих фракций за время At. Аналогичным об
разом определяется деформация за счет мелких фракций. Общая 
деформация на участке находится как сумма деформаций за счет 
руслоформирующих и мелких фракций.

Изменение средней на участке отметки дна, т. е. величина раз
мыва или заиления, находится путем деления общей деформации 
на площадь зеркала расчетного участка и введения коэффи
циента, учитывающего плотность грунта. Заметим, что метод 
Российского и Кузьмина часто применяется и для расчета заиле
ния водохранилищ.

§ 5. Общие деформации русла при понижении базиса эрозии
Если уровень моря или озера, в которое впадает река, сни

жается по той или иной причине и если имеет место большой ук
лон подводного берегового склона, то на нижнем участке реки 
образуется кривая спада с характерным для нее увеличением 
продольного уклона и скорости течения. В зоне спада возрастает 
транспортирующая способность и будет наблюдаться размыв 
русла. Участок размыва будет продвигаться постепенно вверх 
по реке. Эту картину можно получить путем теоретического рас
чета.

Рассмотрим весьма распространенный случай, когда до на
чала снижения базиса эрозии реки ее русло было динамиче
ски устойчивым. Д алее будем принимать, что деформации проис
ходят таким образом, что"форма поперечного сеЧения русла не 
изменяется: оно перемещается параллельно самому себе вниз 
(при размыве) или вверх (при заилении) на величину б Я. Это 
предположение подтверждается некоторыми данными натурных 
исследований.

При выполнении расчета рассматриваемую реку делят на рас
четные участки подобно тому, как поступают прй построении 
кривой свободной поверхности. Эти расчетные участки должны 
избираться достаточно длинными (не менее пяти- семикратной
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ширины), чтобы на протяжении каждого из них фактический рас
ход наносов мог приближенно прийти в соответствие с транспор
тирующей способностью потока, отвечающей средним условиям 
течения на данном расчетном участке. Транспортирующая спо
собность потока, вычисленная по средним гидравлическим харак
теристикам расчетного участка, принимается равной фактиче
скому расходу наносов в конце расчетного участка.

На рис. 14.2 изображена схема продольного профиля реки. 
Римскими цифрами обозначены номера расчетных участков. 
Цифрами /  и 2 обозначены соответственно кривые свободной по
верхности, отвечающие определенному расходу Q при первона
чальном положении базиса эрозии о̂о и при новом его положе
нии ^01- Снижение от^оо до ôi произошло за расчетный интервал

Рис. 14.2. П родольны й профиль р усла и св ободн ой  поверхности  
реки (к расч ету  деф ор м ац ий  при сниж ении  бази са  эр о зи и ).

времени Mj.  Осредненный профиль поперечного сечения потока, 
а следовательно, и все гидравлические элементы расчетных уча
стков мы относим к серединам этих участков (на рисунке сере
дина участка показана пунктирной линией), расходы ж е наносов 
Ps будем относить к концам расчетных участков. Объем стока 
наносов за интервал Atj в конце участка /  будет

W , j  =  Ps i jA t j ,  (14.25)

где PsLj —  расход наносов на замыкающем створе участка I  при 
значениях гидравлических элементов, полученных для начала 
интервала Psij вычисляется по теоретической формуле, рас
смотренной в главе XIII, § 7. Заметим, что если имеются данные 
по расходам наносов реки, полученные до снижения базиса эро
зии, то в формулу следует ввести поправочный множитель, вы
числяемый как частное от деления действительного расхода на 
вычисленный. Не следует забывать при этом, что расходы нано-
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COB, выраженные в весовых единицах, необходимо предвари
тельно перевести в относительное объемное выражение.

Обозначим через AW  разность между объемами стока нано
сов на данном расчетном участке, отвечающими данному интер
валу времени при измененных условиях и при первоначальных 
условиях протекания. Например, для интервала M j  на участке /  
будем иметь

(14.26)

где Wi  о — объем стока наносов за время At  при бытовых усло
виях, W ij  — объем стока наносов за время At  при измененных 
условиях.

Положительные разности AW  показывают на наличие заиле
ния русла реки выше замыкающего створа участка, отрицатель
ные свидетельствуют о размыве.

Объем деформации на участке /  за интервал времени Atj оп
ределится разностью величин AWij и А1^щ, причем первая вели
чина относится к замыкающему створу расчетного участка I, 
а последняя — к замыкающему створу расчетного участка II. 
Получение фактического объема деформации требует, кроме 
того, учета пористости грунта А.

Изменения средних отметок (средних уровней) дна соответст
венно на расчетных участках /  и I I  за время At  определится фор
мулами;

ДТГ„. — 
к и  II / III-'

(14.27)

где Qij и й щ  — площади зеркала реки на участках /  и / /  в на
чале интервала Atj. Д ля остальных расчетных участков записы
ваются аналогичные формулы.

Расчет выполняется последовательно от участка к участку 
снизу вверх по течению. Закончив расчет для всей интересующей 
нас части реки для первого интервала времени, выпол
няем в этой же последовательности расчет для второго интер
вала И Т. д.

Подготовительные расчеты заключаются в вычислениях (с по
следующим построением графиков) модуля сопротивления F, 
коэффициента Шези С и других величин, изменяющихся с изме
нением уровня и необходимых для построения кривой свободной 
поверхности реки и расчета транспортирующей способности на 
участках при разных расходах. При получении существенных 
деформаций русла кривая свободной поверхности реки пере
страивается.
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Получаемые расчетным путем изменения уровня дна А/г после 
первого этапа, а в дальнейшем суммарные деформации б/г; по
лученные для всех предыдущих п интервалов на участках по 
формуле

П

8/г =  2 Д ^ - ;  (1 4 .2 8 )
J=i

должны учитываться при снятии значений F, С, В и т. д. с упомя
нутых графиков. Учет осуществляется соответствующими верти
кальными перемещениями шкалы ординат g* этих графиков 
(^* — средний уровень на участке).

§ 6. Д е ф о р м а ц и и  н а  б о л ь ш и х  у ч а с т к а х  р у с л а  в н и ж н е м  б ь е ф е
г и д р о у з л а

Речные потоки, проходя через большие водохранилища, прак
тически полностью осаждают содержавшиеся в них наносы, и 
в нижний бьеф поступает чистая (осветленная) вода, где про
исходит постепенное насыщение ее наносами. Это насыщение 
приводит к размывам русла, которые могут быть весьма значи
тельными и обычно распространяются на большие расстояния от 
плотины. Процесс переформирования русла на коротком участке 
нижнего бьефа непосредственно у плотины представляется более 
сложным. Ниже рисбермы наблюдается весьма интенсивный раз
мыв с образованием ямы размыва, причем наиболее крупный ма
териал размыва откладывается в непосредственной близости от 
ямы.

Здесь нас будут интересовать только общие деформации на 
больших участках нижнего бьефа протяженностью до десятка и 
более километров. Такой подход позволяет приближенно оценить 
процесс врезания русла в нижнем бьефе. Следует иметь в виду 
некоторые сопутствующие явления, неучет которых может пове
сти к ошибочной оценке не только интенсивности, но даже и на
правленности процесса деформации. В частности, надо учиты
вать следующую возможность. Паводки главной реки могут пол
ностью задерживаться или сильно уменьшаться водохранилищем, 
а на паводки притоков, впадающих ниже плотины, водохрани
лище не влияет, они остаются неизменными, поэтому уклоны 
в устьях притоков во время паводков оказываются увеличен
ными.

В связи' с образованием на притоках кривой спада происходят 
размывы в устьях притоков с выносом материала в главную реку. 
Учесть при расчете это добавочное поступление твердого мате
риала в нижний бьеф можно путем специального расчета дефор
мации русла притоков с использованием изложенного выше ме
тода расчета деформации при понижении базиса эрозии. Сниже
ние уровня главной реки в паводок для каждого из притоков
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можно трактовать, как снижение его базиса эрозии в период 
паводка.

Д ля пояснения схемы расчета деформации русла в нижнем 
бьефе рассмотрим лишь простейший случай, когда на более или 
менее значительном протяжении нижнего бьефа отсутствуют при
токи. Используя, однако, в более сложном случае излагаемый 
здесь метод в сочетании с методом, рассмотренным в предыду
щем параграфе, мы можем решить задачу о деформациях в нин<- 
нем бьефе при наличии притоков, выносящих наносы. Так же как 
и в предыдущем случае, примем условие о неизменности формы 
поперечного профиля русла при размыве.

Разобьем реку на расчетные участки, нумеруя их уже сверху 
вниз по течению, считая за первый — участок, примыкающий 
к гидроузлу. Створ гидроузла, совпадающий с началом расчет
ного участка /, назовем начальным. Пусть задан гидрограф для 
начального створа. Разбиваем гидрограф по времени на ряд 
интервалов At  и определяем для каждого интервала средний рас
ход Q.

Расчет выполняется последовательно, от интервала к интер
валу. При этом внутри каждого интервала вычисления выпол
няются от участка к участку, аналогично тому, как мы поступали 
в предыдущем случае.

Предположим, что расчет ведется для /-го интервала, когда 
средний расход равен Qj. Строим кривую свободной поверхности 
реки при данном расходе, продвигаясь от нижнего расчетного 
участка к плотине. Получив кривую свободной поверхности, мы 
тем самым определим гидравлику каждого участка при задан
ном расходе.

Исходя из предположения, что расчетные участки достаточно 
длинны, а гидравлические элементы меняются скачкообразно от 
участка к участку, сохраняясь неизменными на протяжении каж 
дого из участков, будем считать неизменной и транспортирую
щую способность потока вдоль каждого из участков. Одновре
менно будем принимать, так же как и в предыдущем случае, 
что расход наносов в конце участка приходит в соответствие 
с транспортирующей способностью потока на рассматриваемом 
участке.

Основными граничными условиями в данной задаче являются; 
нулевой расход наносов через начальный створ и заданный гидро
граф на нем.

Таким образом, если вычисленный расход наносов в конце 
расчетного участка /  для интервала / будет равен Paij, то при 
учете первого граничного условия общий объем деформации 
(размыва) на участке /  за время Atj будет

( 1 4 . 2 9 )
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здесь знак минус показывает размыв. На участке I I

----------- (Т З Г Д )  •

п ри  размыве Psiij >  Psij и объем деформации получается 
отрицательным. Д ля участка I I I  записывается аналогичное соот
ношение и т. д.

Изменение средних отметок дна за время Atj  вычисляется по 
формулам:

( l - A ) Q , .
(14.30)

и т. д.
Получив изменение отметок дна всех участков, приступают 

к расчету деформации для следуюш,его интервала A^j+i, при этом 
построение кривой свободной поверхности для второго интервала 
времени выполняется с учетом понижения уровня дна на вели
чину Ahj, а для последующих интервалов — при учете снижения 
дна на соответствующие суммы вертикальных деформаций, вы
ражаемые через б/г. На эту величину следует поднимать шкалу 
ординат I* графика модуля сопротивления

§ 7. Д ет ал ь н ы е м етоды  р асч ета  р условы х деф ор м ац и й  
на коротких уч аст к ах  реки

Детальный расчет русловых деформаций на коротком участке 
реки может быть выполнен при использовании общего дифферен
циального уравнения турбулентной диффузии и соотношения, оп
ределяющего граничные условия. Последнее находится непосред
ственно из выражения результирующего вертикального рас
хода qs. Решение уравнения выполняется методом конечных 
разностей. В результате расчета находится поле мутности рас
сматриваемого участка реки и распределение значений qs по 
всей поверхности русла. Русловые деформации, определяемые 
величинами ±А/г, вычисляются непосредственно по qs.

Этот способ расчета деформации русла, рассмотренный в ряде 
работ автора, является, однако, весьма трудоемким и может при
меняться лишь в особых случаях, когда требуется большая дета
лизация. Трудоемкость метода, вообще говоря, не оправдывает 
себя, так как точность расчета деформации получается неболь
шой ввиду того, что оказывается затруднительным учесть ряд 
существенных факторов, таких, например, как поперечные тече
ния, изменение состава наносов в процессе деформации и т. д.
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Д ля детального расчета деформаций русла может быть пред
ложен менее трудоемкий метод расчета, основанный на приведен
ном в главе XIII приближенном уравнении продольного распре
деления мутности. Опыт расчета показал достаточную удо
влетворительность этого метода. Указанное уравнение имеет 
следующий вид:

В («ср  +  й)

=  +  <5 (14.31)

Здесь Дх — длина расчетного элемента потока. Уравнение 
применяется для транзитных струй.

Д ля рассматриваемого участка реки предварительно строится 
план течений по натурным данным, по методу Н. М. Вернадского 
или другим способом, позволяющим разделить поток на транзит
ные струи. Элементы струй, заключенные между ортогональными 
поперечниками плана течений, принимаются за расчетные.

Если на начальном поперечнике для всех транзитных струй 
потока задать значения мутности, вычисляя ее, например, по 
формуле транспортирующей способности, то, пользуясь уравне
нием (14.31), можно вычислить значения мутности для каждого 
последующего поперечника вдоль всех струй.

Получив значения 5кон для каждого элемента, переходим 
к расчету русловых деформаций на этих элементах. Расчет вы
полняется по формуле

где A/i-— деформация дна в конце расчетного элемента. At  — 
расчетный интервал времени, А ^п ори стость  грунта, ^s — ре
зультирующий вертикальный секундный расход наносов через 
единицу поверхности дна в конце расчетного элемента Ах. Эта 
величина находится по формуле

4 s ~  (^ ср  k )  5кон ~  ^'^взм •

Здесь 5взм — мутность взмыва, вычисленная для элемента 
транзитной струи, 5кон — средняя мутность в конце элемента Ах, 
найденная по формуле (14.31) .

Если для рассматриваемого интервала времени At  деформа
ции Ah оказываются значительными (достигают l/lO-f-1/5 полной 
глубины на вертикали), то подсчет для последующего интервала 
требует нового построения плана течений, производимого с уче
том полученных изменений глубин на элементарных участках ру
сла и соответствующего смещения урезов воды. При выполнении 
расчетов в дальнейшем учитываются суммарные деформации б/г.

Рассмотренный выше метод расчета деформации русла мо
жет быть непосредственно применен к расчету заносимости дно
углубительной судоходной прорези, к расчету деформаций в ниж
нем бьефе и т. д.
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Допустим, что имеем случай, когда дноуглубительная про
резь расположена вдоль линий тока на сравнительно прямоли
нейном участке реки. Разработка дноуглубительной прорези 
ведет к существенному изменению гидравлики реки на участке 
расположения прорези, а такж е выше и ниже ее. Построение 
кривой свободной поверхности и плана течений для измененных 
условий позволяет достаточно полно характеризовать гидравлику 
потока после разработки прорези.

С изменением гидравлики связано и изменение транспорти
рующей способности потока. В частности, при разработке про
рези имеет место увеличение глубины, уменьшение скорости тече
ния и транспортирующей способности. Очевидно, что если после 
разработки прорези транспортирующая способность на выше 
расположенном участке не изменилась или несколько увеличи
лась за счет увеличения уклона, а на участке прорези она умень
шилась, то на последнем должно начаться осаждение наносов. 
Наиболее интенсивное осаждение, как правило, будет иметь ме
сто в самой прорези, но оно будет наблюдаться такж е и на при
мыкающих участках русла — справа и слева от прорези. Расчет 
заиления прорези следует производить путем разделения потока 
на три струи (струя вдоль прорези, струи слева и справа от нее) 
и расчета деформации вдоль каждой из этих струй изложенным 
выше методом.

Некоторое упрощение способа расчета получается, если на 
участках боковых струй не происходит существенных деформа
ций, которые могли бы привести к изменению гидравлики струи 
над прорезью. Последнее выясняется пробными подсчетами» 
Расчет заносимости прорези в этом случае допускается вести изо
лированно от соседних струй.

Изложенный способ расчета основан на использовании осред
ненного значения гидравлической крупности транспортируемых 
наносов (мср) и дает сразу величины общей мутности и осажде
ния всех транспортируемых наносов. При большом диапазоне 
изменения крупности наносов такой способ является слишком 
грубым и следует вести расчет по фракциям. Обычно в инженер
ной практике используется метод, предусматривающий разделе
ние наносов на фракции. При этом приведенные выше формулы, 
сохраняя свой вид, содержат значения частной мутности Si и 
крупности Ui отдельных фракций наносов. Деформации получа
ются путем суммирования результатов, получаемых по фракциям.

§ 8. Методика расчета заиления водохранилищ

В основе методики расчета заиления водохранилищ лежит 
метод баланса наносов, заключающийся в оценке прихода и рас
хода наносов для водохранилища и получения заиления по раз
ности между этими величинами. Приход наносов в водохранилище
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оценивается по данным о стоке наносов рек (или одной 
реки), питающих водохранилище, с учетом его внутригодовой и 
многолетней изменчивости и гранулометрического состава, посту
пающих в водохранилище наносов. Оценка расходной статьи ба
ланса основана на определении изменения транспорта наносов 
по длине водохранилища от его начального створа до конечного. 
Полученная величина стока наносов в этом конечном створе вы
ражает величину сброса наносов в нижний бьеф.

Характер изменения транспорта наносов по длине водохрани
лища определяется крупностью транспортируемых наносов, х а 
рактером изменения глубины, скорости течения и грунтов по 
длине водохранилища. В соответствии с этим расчет заиления 
производится по отдельным фракциям транспортируемых нано
сов с выделением в особую группу фракций, относящихся к так 
называемым влекомым наносам.

Данные об изменении гидравлических элементов потока (глу
бины скорости и др.) по длине водохранилища при проектирова
нии последнего могут быть получены только на основании гид
равлических расчетов, учитывающих, помимо морфометрических 
характеристик водохранилища, внутригодовую изменчивость 
стока воды в начальном створе, регулирующее влияние водохра
нилища, процесс его наполнения и опорожнения, а такж е много
летнюю изменчивость стока воды.

Оценка изменения транспорта наносов по длине водохрани
лища производится по экспоненциальному уравнению, опреде
ляющему мутность потока в конечном створе (всего водохрани
лища или его части) в зависимости от мутности на начальном 
створе и от среднего значения транспортирующей способности 
потока на соответствующей части водохранилища. Эти вычисле
ния ведутся для заданного состава наносов и заданных величин 
гидравлических элементов потока. Из сказанного видно, что рас
чет заиления водохранилища должен включать оценку транспор
тирующей способности потока.

Главными задачами расчета заиления являются следующие:
1) оценка срока службы водохранилища (времени заиления его 
полезной емкости); 2) получение величины общего заиления 
через заданное число лет; 3) получение распределения отложе
ний по длине водохранилища или на отдельных его участках, 
в частности, в зоне выклинивания подпора; 4) оценка трансфор
мации кривой подпора.

В зависимости от поставленной задачи и размера водохрани
лища расчет заиления выполняется для всего водоема в целом, 
или по участкам, на которые делится водохранилище попереч
ными сечениями. Такие участки именуются расчетными участ
ками.

Расчет заиления балансовым методом ведется по годам. 
В случае приближенного решения задачи о заилении балансовый
372 ,



метод применяется к первому году эксплуатации водохранилища, 
а для последующих лет применяются упрощенные экстраполя
ционные зависимости. Примерами методов, использующих такие 
зависимости, являются широко известные методы Г. И. Ш амова 
и В. С, Лапшенкова.

Расчет для одного года состоит из нескольких этапов, вклю
чающих: 1) получение и подготовку исходных данных (сток воды 
и наносов, их внутригодовые распределение и изменчивость, 
гранулометрия транспортируемых наносов и донных отложений, 
топографические данные, характеризующие чашу водохрани
лищ а); 2) назначение расчетных интервалов времени при учете 
режима стока воды и наносов и уровней воды в водохранилище; 
3) выделение расчетных участков; 4) гидравлические расчеты 
для всего водохранилища в целом или по участкам при разных 
уровнях и расходах воды, отвечающих средним величинам для 
назначенных расчетных интервалов времени; эти расчеты вклю
чают построение кривых свободной поверхности и вычисление 
средних скоростей течения; 5) расчет транспортирующей способ
ности потока (суммарной и по фракциям); 6) получение расхо
дов наносов (суммарно или по фракциям) на концах расчетных 
участков; 7) получение на основе баланса наносов значений 
заиления для расчетных интервалов времени всего водохранилища 
или по участкам (с пересчетом от весового выражения заиления 
к объему заиления); 8) получение значений годового заиления 
на участках по всем фракциям отложившихся наносов.

Расчет заиления для последующих лет, как указывалось, мо
жет выполняться таким ж е образом, как и для первого года, но- 
с учетом изменения глубины, обусловленного заилением, полу
ченным по расчету за предыдущие годы.

При выполнении приближенных расчетов некоторые особен
ности режима стока воды и наносов не учитываются, в частно
сти, в расчете используется только норма стока наносов, много
летняя же его изменчивость не учитывается.

Расчет осаждения взвешенных наносов в водохранилище вы
полняется при использовании приведенной в § 7 главы ХПГтео- 
ретической формулы транспортирующей способности потока. 
Эта формула имеет вид

=  (14.32)
где Г  — гидромеханический параметр наносов, 5взм — мутность 
взмыва, выражаемая в г/ж®.

Гидромеханический параметр наносов может быть определен 
как по составу транспортируемых наносов, так и по составу дон
ных отложений. В последнем случае он находится по формуле

т
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причем сумма берется по всем {т) взвешиваемым фракциям 
донных отложений; А  — частное значение гидромеханического 
параметра наносов, которое может быть получено для i-той 

G

Р ис. 14.3. Граф ики зависим ости  гидром ехан и че
ского п арам етра наносов  Г  от коэф ф ициента  

Ш ези С и от G.

фракции по графикам, изображенным на рис. 14.3 в зависимости 
от С и G (эти графики построены по теоретической формуле; 
подробнее см. в главе X III).
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При детальном расчете заиления водохранилищ представ
ляется необходимой оценка транспортирующей способности по
тока в отношении отдельных фракций. Так, для t-той фракции 
средняя частная мутность, отвечающая транспортирующей спо
собности потока с заданными гидравлическими характеристи
ками и при заданном составе наносов, выражается равенством

^ -р  =  - ^ Л 5 е з м .  (14.34)

Расход взвешенных наносов на участках водохранилища вы
числяется как произведение 5тр или Sjip на расход воды 
Q м^1сек. 5взм определяется по формуле, дающей эту величину 
в г/м^.

Расчет транспорта наносов, перемещаемых в придонном слое 
потока, т. е. расчет расхода влекомых наносов, рекомендуется 
выполнять по формуле Г. И. Ш амова (см. главу X II).

При выполнении расчета заиления водохранилищ в расчет
ные формулы транспорта наносов вводится поправочный мно
житель а, приводящий формулу для начального створа в соот
ветствие с данными измерений стока наносов. Только при отсут
ствии таких данных расчет выполняется непосредственно по» 
формулам транспорта наносов.

Детальный расчет заиления водохранилища выполняется по- 
отдельным участкам, на которые водохранилище делится попе
речными сечениями. Начальный створ верхнего расчетного уча
стка совпадает с началом зоны подпора водохранилища, а конеч
ный (последнего участка) совпадает с плотиной. Каждый 
промежуточный створ является одновременно начальным для 
расположенного ниже расчетного участка и конечным для выше 
расположенного участка.

Введем обозначения: Atj  — расчетный интервал времени веек,. 
Pius.4 j — сток наносов г-той фракции через начальный створ уча
стка за расчетный интервал; Ргкон; — то же через конечный 
створ участка; Ргаз — количество наносов (в весовом выраже
нии), аккумулирующихся в водохранилище за время Atj. Р ас
смотренные величины следует выражать в тоннах.

Д ля первого расчетного участка величина Ргнач^ находится! 
по данным о стоке наносов с учетом его внутригодового распре
деления и гранулометрического состава транспортируемых нано
сов. При отсутствии данных о стоке наносов величина Ргначз вы
числяется для интервала Atj по формуле транспортирующей спо
собности для условий бесподпорного движения.

Отложения за интервал Atj  на участке вычисляются по сле
дующему уравнению баланса наносов:

Piij  =  PiKa.4j — PtKonj. ( 1 4 . 3 5 )

375



Величина Рг кон j находится по формуле'

Л  кон 7 =  «г кон А р .  к о н ( 1 4 . 3 6 )

Через Qcp. кон j выражается средний для интервала Atj расход 
воды в конечном створе; Sj кон j — средняя для интервала частная 
мутность t-той фракции в конечном створе в г/м^. Множитель 
10“® переводит вес наносов из граммов в тонны.

Мутность Si кон определяется по уравнению распределения 
мутности вдоль участка водохранилища. Это уравнение имеет 
вид

^ гк он ; =  ‘5 г т р ;  +  ('^гнач; — ■5гтр;)б^ ( 1 4 .3 7 )

Здесь Ах  — относительная длина расчетного участка, находи
м ая по формуле

Дх'
Д л  =  ,

^ с р

.Ах — длина участка в м, Нс-р — средняя глубина потока на уча
стке в л.

Gi ^
ц» +  kj

Vcf

тде Vcp ■— средняя скорость на участке, Ui — гидравлическая круп
ность рассматриваемой фракции наносов. Параметр ki вычис
ляется из соотношения

h —  «гЯ»
1 _ г ^  •

Транспортирующая способность потока на участке примени
тельно к рассматриваемой i-той фракции (S ix p j )  для режима, 
отвечающего интервалу Atj, вычисляется по формуле (14.34) 
■с учетом поправочного множителя а (при наличии данных
о стоке наносов). Надо помнить, что множитель а принимается 
•одинаковым для всех расчетных участков водохранилища. Для 
верхнего участка величина SiHanj определяется по данным о стоке 
рассматриваемой фракции наносов реки, питающей водохрани
лище; для последующих участков 5{начз принимается равной 
Si кон j выше расположенного участка.

Вес влекомых наносов в кг или т, отложившихся на расчет
ном участке водохранилища за расчетный интервал времени Atj, 
определяется по формуле

Pjmo а j  (^ д н о  нач j  ^ д н о (14.38)
в которой i?днoнaчз• И ./?дно kohj — значения расходов влекомых на
носов соответственно на начальном и конечном створах участка. 
Эти величины вычисляются по формуле транспорта влекомых 
ианосов при использовании средних для интервала Atj значений 
гидравлических элементов.
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Общее количество отложений (в весовом выражении) на уча
стке за интервал Mj  находится как сумма отложений всех т  
фракций взвешенных и влекомых наносов

т

^а / =  2  ^ 'а / +  ^дноа;- (14.39)
1 =  1

При вычислении транспортирующей способности необходимо 
знать процентное содержание отдельных фракций в составе дон
ных отложений на участке, т. е. величину «г отл- Эта величина для 
каждой фракции, в том числе и отложившихся влекомых нано
сов, находится по формуле

Переход от весового выражения отложений к их объему вы
полняется с помощью равенства

в котором уотл — объемный вес отложений, выраженный в т*/м^. 
Д ля грунтов, содержащих мало органических примесей, уотл при
ближенно определяется по таблице, составленной Г. А. Петухо
вой (см. главу ХИ1).

Годовое заиление на расчетном участке водохранилища на
ходится как сумма объемов заиления за все расчетные интер
валы Atj, на которые разделен год. Суммируя объемы заиления 
по всем расчетным участкам, получаем общее годовое заиление 
всего водохранилища. Д ля того чтобы определить заиление за  
несколько лет, расчеты повторяются для последующих лет в та 
ком ж е порядке, как и для первого года, но каждый раз вносятся 
исправления, учитывающие изменения объемов и соответственно 
глубин, происходящие за счет заиления.

Д ля расчета может быть использован и экстраполяционный 
метод Г. И. Ш амова. В основу метода Ш амова положено урав
нение, устанавливающее зависимость между объемом и продол
жительностью заиления

Ŵ a. =  Ŵ a пред ( 1 - 4 ) ,  (14.40)
где Wat ■— объем наносов в м^, отложившихся в водохранилище 
за период времени t,  ̂— число лет, ГО̂ апред — предельная вели
чина объема отложений наносов в водохранилище в м^, по дости
жении которой дальнейшее заиление прекращается, а о =  1 —

-------------------параметр, характеризующий относительное заиле-
^ а п р е д

ние водохранилища в течение первого года, Wai — объем отло
жений первого года в эта величина может быть найдена 
изложенным выше способом.
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Учитывая приближенность экстраполяции по формуле (14.40), 
вычисление заиления за первый год его эксплуатации произво
дят такж е приближенно (для всего водохранилища в целом без 
разделения его на расчетные участки).

Величина 11̂ апред определяется по следующей формуле Шок- 
лича, уточненной Шамовым:

1 -
(йр \ т

(14.41)

где W  — полный объем водохранилища в м^, Шн—^наибольшая 
площадь поперечного сечения верхнего бьефа на ближайшем 
к плотине участке в м?, Шр — площадь поперечного сечения реки 
ъ бытовых условиях при расходе воды, равном ^4 расчетного 
максимального расхода; показатель степени т = 1 ,  7.

Д ля расчета заиления водохранилищ можно применить также 
метод К. И. Российского и И. А. Кузьмина, рассмотренный в па
раграфе, посвященном методам расчета деформации русла при 
наличии данных о мутности потока.

Г л а в а  X V

В О П Р О С Ы  Д И Н А М И К И  О З Е Р  И В О Д О Х Р А Н И Л И Щ  

§ 1. О бщ ие сведен и я  о ветровом  волнении

Под влиянием ветра на поверхности воды образуются поверх
ностные ветровые волны. Значительное развитие они получают 
лишь на больших и глубоких водоемах; океанах, морях, озерах 
и водохранилищах при сильном ветре. В настоящей книге рас
сматриваются только водоемы суши — озера и водохранилища; 
морей и океанов мы не будем касаться, однако надо иметь в виду, 
что методы теоретического изучения волнения являются общими 
для всех перечисленных выше гидрологических объектов.

Ветровые волны относятся к категории так называемых про
грессивных волн, т. е. волн, перемещающихся в пространстве. 
Отметим попутно, что к другой категории волн, образующихся 
в водоемах, относятся стоячие волны, системы которых непод
вижны в пространстве; к ним принадлежат, например, сейши 
(длинные стоячие волны), возникающие под влиянием резких 
изменений атмосферного давления, а такж е толчея (короткие 
стоячие волны), являющаяся результатом интерференции (сло
жения) прямых и отраженных ветровых волн.

Ветровые волны характеризуются сравнительно небольшой 
длиной, превышающей их высоту не более чем в один-два де
сятка раз. Этим они коренным образом отличаются от изучав
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шихся нами в главе XI длинных волн, длины которых в сотни, 
тысячи, десятки тысяч и более раз превосходят их высоту.

Волны, возбужденные ветром в какой-либо части водоема, 
распространяются на прилегающие акватории, принося с собой 
волновую энергию. Эти волны отличаются способностью сущест
вовать лишь ассоциациями, группами. Волны, составляющие 
такие ассоциации (системы), располагаются параллельно друг 
другу и обычно перемещаются в направлении действующего 
ветра.

Возвышающаяся часть волны именуется гребнем, а понижен
ная часть — ложбиной. Высотою волны h (рис. 15.1) называется 
превышение высшей точки гребня над низшей точкой ложбины; 
превышение высшей точки гребня над уровенной поверхностьк> 
или превышение этой поверхности над низшей точкой ложбины 
называется амплитудой (а) волны. Очевидно, что h = 2 a .

Рис. 15.1. Элем енты  ветровы х волн.

1 —  статический уровень, 2 — вод н ая  поверхность при волнении.

Ветровое волнение представляет собой варьирующее явление: 
высоты последовательно идущих одна за другой волн сущест
венно отличаются между собой. Совокупность высот или длин 
волн данной системы волнения, наблюдаемых в конкретной точке 
водоема при определенных значениях скорости и направления 
ветра, может рассматриваться как спектр системы волн. По спек
тру высот волн можно построить кривую обеспеченности высот 
волн данной системы. Если говорят о размерах элементов волн, 
например, о высоте волны, то имеют в виду размер волны опре
деленной обеспеченности. Существующие методы расчета высот 
ветровых волн предусматривают получение высоты волны опре
деленной обеспеченности в данной системе волнения. Чаще всего 
расчет ведется на наиболее высокие волны системы, повторяю
щиеся, например, один раз из ста волн (1%-ная обеспеченность), 
один раз из двадцати волн (5% -ная обеспеченность) и т. д. Д ля 
перехода от одной обеспеченности волн к другой в специальной 
литературе приводятся таблицы переходных коэффициентов.

Отдельные волны системы могут быть охарактеризованы: 
высотой волны h, амплитудой а, длиной волны L  и параметром 
крутизны волны т

™ = - г -
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Важной характеристикой волны является скорость ее распро
странения, обозначаемая через с. Время прохождения одной 
волны (считая от ложбины до ложбины или от гребня до гребня); 
через фиксированную вертикаль определяет период волны Т’о- 
Взаимная связь указанных величин выражается равенствами:

Т’о =  4 - ’ ( ^ 5 .2 )

L =  cT, .  (15.3)

Волна является одним из видов колебания свободной поверх
ности. Состояние колебательного процесса для каждого момента 
времени определяется фазой волны, которая измеряется в долях 
периода. Д ва гребня, например, представляют собой одинаковые 
фазы двух волн; то же можно сказать и о ложбинах или о дру
гих парах точек, занимающих подобное положение на двух вол
нах. Поскольку скорость перемещения фазы тож:дественно равна 
скорости распространения волны^х,„последнюю часто называют 
фазовой сщростью, В теории волн выводится следующая фор
мула фазовой скорости:

. (1 5 .4 )

в которой через Я  обозначена глубина воды. Гиперболический 
тангенс th  находится по математическим таблицам. Если значе
ние аргумента заключено в пределах от О до 0,2, то гиперболиче
ский тангенс приблизительно равен аргументу, поэтому можно 
написать

2т1Я 2п Н  I ^  ’2^11  /1 г  кчt h — ^ ( п р и  —^ < 0 , 2 1 .  (15.5)

Такое равенство имеет место в случае достаточно длинных 
волн, распространяющихся в водоеме ограниченной глубины, 
в случае выхода ветровых волн на береговую отмель. Подставляя 
равенство (15.5) в выражение фазовой скорости, получаем сле
дующую уже известную нам формулу распространения длинной 
волны (см. главу X I) :

с =  У g H  [ п щ  ^  < 0 ,2 ) .  

Период волны вычисляется по формуле

У  , ( 1 S . 6 )

содержащей под знаком радикала гиперболический котангенс.
При волновом движении водных масс происходят не только 

колебания водной поверхности, но и колебания частиц жидкости 
в толще водной среды. Практически заметные волновые колеба
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ния жидкости достигают глубины, равной примерно половине 

длины волны ( - у ) -  Сильно ослабленные колебания проникают
на значительно большие глубины.

При волновых колебательных движениях частицы жидкости 
перемещаются по замкнутым траекториям^— орбитам, имеющим 
форму окружности (в глубоководной зоне) или эллипса (на мел
ководье или вблизи дна). Движение частиц жидкости по таким 
траекториям называется орбитальным, а скорости, с которыми 
совершается движение, называются орбитальными скоростями. 
Орбитальная скорость частицы может быть выражена в проек
циях на взаимно перпендикулярные координатные оси: горизон
тальную л: (проекция Икорб) и вертикальную (проекция Uy орб).

Теоретически выводятся следующие формулы проекций орби
тальной скорости, записанной для некоторой фиксированной 
вертикали, отвечающей, например х '= 0 :

. .  2 . (
'^ х о р б  T-Q • 2 л Я  Г о  ’ ^

sh  ^

■Оуорб— Го •
S h — ^

Здесь ^  — вертикальная координата, имеющая начало на 
свободной поверхности и направленная вниз, t — время. Дроби 
правых частей уравнений (15.7) и (15.8) содержат гиперболиче
ские синус и косинус (sh, ch).

Как указано выше, ветровые волны переносят в направлении 
своего движения волновую энергию, которой обладает водная 
среда, совершающая колебательные движения. Согласно иссле
дованиям В. М. М аккавеева, при больших глубинах осредненное 
значение волновой энергии в объеме жидкости, имеющем квад
ратное основание, равное единице и высоту, равную глубине 
воды Я, выражается формулой

=  (15.9)

где 'V — удельный вес воды. Волновая энергия Е  имеет размер
ность работы т*!м, отнесенной к площади основания упомяну
того выше объема, т. е. к единице. Таким образом, \Е \  =т*!м,  
где т* — тонна как единица силы.

Перенос волновой энергии осуществляется в направлении 
движения волн с некоторой скоростью U. Иначе эту скорость 
перёноса волновой энергии называют групповой скоростью волн.
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Именно с такой скоростью происходит распространение систем 
прогрессивных волн из области их возбуждения в область во
доема, первоначально лишенную волновых колебаний. Поэтому 
скорость и  и носит название групповой скорости.

При очень большой, теоретически бесконечной глубине во
доема

и ^ - ^ .  (15.10)

При конечных глубинах

и  =  ос, (15.11)
где

1 , 2  п ---- ----_!______________ .
4 я Я

Z, sh -

Распространение волн, так же как и перенос волновой энер
гии, происходит по ортогоналям к гребням волн. Ортогонали, 
направленные в сторону движения волн, называются лучами 
волн. Таким образом, можно сказать, что волновая энергия рас
пространяется в направлении лучей волн.

§ 2. У равнение б а л а н са  волновой энергии и м етоды  р асч ета  
ветровы х волн озер  и водохран и л и щ

Большое значение в теории ветровых волн имеет выведенное 
в 1937 г. В. М. Маккавеевым уравнение баланса волновой энер
гии. В настоящее время все наиболее рациональные методы ана
лиза и расчета ветровых волн океанов, морей и водохранилищ 
основаны на указанном энергетическом уравнении.

Рассмотрим вывод этого уравнения. Возьмем систему прямо
линейных волн и выделим на водной поверхности прямоугольник 
длиной Ал: и шириной 1, принимая, что ось х направлена по вол
новому лучу.

' Умножение площади Aj: • 1 на глубину воды Н  дает объем, 
внутри которого будем рассматривать изменение содержания 
волновой энергии. Общее содержание волновой энергии в этом 
объеме в момент времени U равно

'5 о  =  ^ с р .о Д -^ ' -  ’

через интервал времени At  оно изменится и выразится величиной 

Э =  Яср Дх • 1 =  (£ер. о +  AtE) Ax  • 1.

Здесь Яср — среднее значение энергии рассматриваемого 
,элемента.
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За время At  через начальное сечение k  в элемент поступает 
энергия A5ft, а через замыкающее сечение k-{-  1 выходит А5^+1. 
Приращение волновой энергии за счет воздействия ветра на вод
ную поверхность выделенного элемента за время At  будем вы ра
жать произведением Ri Ах \  At, а диссипативные потери энергии
RzAxl  At. В этих произведениях Ri  — осредненное во времени ко
личество энергии, подводимое в единицу времени извне к выде-
денному объему; R% — осредненное во времени количество энер
гии, теряемое этим объемом в единицу времени за счет дисси
пации.

Уравнение баланса волновой энергии при учете выражений

и

может быть записано в виде

f  о Д х 1  +  E ^ U ^ l  М  -  М  +

+  iRi Дл 1 At =  (^ср. о +  •

Здесь Uk и Uh+i —  групповая скорость в соответствующих сече
ниях. Сокращение уравнения на Ад:1А  ̂ позволяет пблучить

+  (15.13)

Преобразование и переход к бесконечно малым приращениям 
дают следующее окончательное уравнение баланса волновой 
энергии:

- Ж  +  +  ^ 2 = О-

Уравнение (15.14) при условии определения в нем выражений
Ri  и i?2 может быть использовано для вывода расчетных фор
мул, определяющих волновую энергию, а вместе с тем и раз
меры элементов волн в зависимости от времени, длины разгона, 
скорости ветра, глубины воды и т. д.

Д ля водохранилищ А. П. Браславский, широко используя на
турные данные, нашел приближенные выражения Ri  и Rz. Далее 
он рассмотрел вопрос об изменении элементов волн вдоль разгона

дЕ
при установившемся волнении, т. е. при = 0  и> нашел расчет
ные формулы для высоты волны, отвечающие указанному случаю. 
По формулам он построил для различных скоростей ветра
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номограммы высоты волны как функции разгона (т. е. расстояния 
от берега в направлении луча волн) при разных глубинах на уча
стках разгона. В номограммах Браславского даются высоты волн 
обеспеченностью 1% в данной системе волнения (одна наиболее 
высокая волна из 100 волн данной ассоциации при установив
шемся волнении). Одна из номограмм Браславского в качестве 
примера приведена на рис. 15.2.

Скорость ветра 1?̂ , фигурирующая в номограммах Браслав
ского, предполагается полученной на высоте 10 м над поверхно-

h Н

Р ис. 15.2. Н ом ограм м а А. П.. Б раславск ого д д я  определения вы сот волн h 
при скорости ветра И^'ю=20 ж /с е к  и разны х глуби нах Я .

стью воды. Д ля перевода скорости ветра, измеренной на высоте 
флюгера (примерно 10 м) на суше, к скорости ветра на той же 
высоте над водой Браславским рекомендуются специальные таб
лица и графики.

Перед началом расчета волнения на план водоема наносятся 
линии разгона волн, совпадающие с направлением ветра. По пу
тям разгона вычерчиваются продольные профили дна водоема. 
Профили делятся на расчетные участки, измеряются длины уча
стков и находится средняя глубина каждого из них. Имея рас
четную скорость ветра W, выбирают соответствующую номо
грамму и по ней производят расчет волн вдоль разгонов. В на
чале разгона у берега высота волны принимается равной нулю.

Откладывая от начала координат номограммы по оси абсцисс 
длину участка и пользуясь на номограмме графиком, отвечаю
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щим средней глубине первого участка, снимаем с графика высоту 
волны в конце участка. Высота волны в конце первого участка 
является в то же время и высотой волны в начале второго уча
стка. Отыскав на номограмме график, отвечающий средней глу
бине второго участка, находим на нем точку, где высота волны 
равна начальной высоте, и, откладывая вправо от этой точки по 
оси абсцисс длину участка, находим высоту волны в конце вто
рого участка.

В таком порядке выполняется расчет волн для всего пути 
разгона. Если по пути разгона встречается уменьшение глубины.

Н

п т

Относительная глубина воды Q
п

2.5 3 3̂5 4

WjQ мДек Скорость ветра на высоте Юм

Р ис. 15.3. Н ом ограм м а А. П . Б раславск ого для  определения парам етра
h ( _ _  1

крутизны  волны т L  • Н а ном ограм м е д а н а  величина

Приводящее к снижению высоты волны, то пользуются пунктир
ными кривыми номограмм, позволяющими получить снижение 
волны. Если на пути разгона встретится глубина Я, меньшая 1,3 
высоты волны, то в этом месте произойдет разбивание волны и 
она сразу приобретет высоту h ^ Q , 8 H ,  которая и принимается 
за высоту волны в конце такого мелководного участка. На сле
дующих'участках расчет ведется обычным способом.

По высоте волны можно определить длину волны L, а затем 
вычислить ее период и фазовую скорость. Предварительно надо 
получить параметр крутизны волны т. Для этой цели Браслав
ский построил номограмму, и зоб ра^н н ую  на рис. 15.3.

25 Караушев А. В. 385



Пользоваться этой номограммой следует так. Определив предва
рительно высоту волны и зная скорость ветра W, находят на ле
вой стороне номограммы точку на пересечении вертикальной ли
нии, отвечающей заданной скорости ветра с кривой, соответствую
щей найденной высоте волны. От этой точки по горизонтали 
переходят на правую часть чертежа, доходят до графика, вычер-

и
ченного для соответствующей относительной глубины — , Спу
скаясь от точки пересечения с этим графиком по вертикали вниз,

1 ^
находят величину — , после чего легко вычислить т  и длину
волны L =  mh. Д алее вычисляют фазовую скорость с по формуле 
(15.4) и период волны Го по формуле (15.2).

Номограммы Браславского, построенные для установивше
гося волнения, проверены на натурном материале, и в настоя
щее время получили широкое распространение в практике рас
четов ветрового волнения озер и водохранилищ.

' Расчет элементов ветровой волны при наличии глубокой 
воды на всем протяжении разгона можно выполнять по форму
лам  В. Г. Андреянова) которые имеют вид

L = 0 , 3 0 W x ^ \
N. I (15-15)

где W  — скорость ветра на высоте флюгера на ближайшей к во
доему метеорологической станции в м/сек, х  — разгон волны 
в км. Глубоководность водоема определяется условием Я  ^  
^ 0 , 5 L .  ,

Формулы Андреянова составлены для так называемой сред
невысокой волны, что соответствует примерно 2,5— 10%-ной 
обеспеченности в данной системе волнения.

Иногда возникает необходимость в приближенном определе
нии высоты волны средней для данного участка акватории во
доема. Такая задача стоит, например, при расчете ветрового на
гона, когда по средней для участка высоте волны определяется 
один из параметров расчетной формулы. В этом случае при 
продольной скорости ветра определяем среднюю глубину рас
четных участков акватории и находим высоту волны в начале 
и конце данного расчетного участка, получая среднее h для уча
стка, как среднее из значений h в начале и конце участка. При 
ветре, направленном под углом к продольной оси участка, сред
няя волна находится как среднее h на продольной оси участка. 
Значения h вычисляются по номограммам с использованием 
расстояния по разгону от берега до оси участка и средней глу
бины на соответствующей части разгона.
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§  3 .  В и д ы  т е ч е н и й  о з е р  и  в о д о х р а н и л и щ

В озерах и водохранилищах наблюдаются течения различ
ной структуры и различного происхождения. Основными ви
дами течения являются сточны е течения (именуемые иногда сто
ковыми), ветровы е течения и конвекционны е течения.

Сточные течения обусловлены. поступлением воды из прито
ков и в1?1ходом ее из озера или водохранилища соответственно 
через исток реки, берущей начало из озера, или через створ пло
тины. В этом случае всегда создается поверхностный уклон, на
правленный от источника к сто
ку. В озерах и в широкой части 
водохранилищ этот уклон прак
тически неощутим, но тем  ̂не 
менее именно под его- влия
нием осуществляется течение.

Ветровые течения обуслов
лены действием ветра на сво
бодную поверхность водоема, 
они отличаются своеобразной 
структурой,зачастую довольно 
сложной. Простейшие виды 
ветровых течений будут рас
смотрены ниже.

Конвекционные течения, 
имеющие широкое распростра
нение в озерах и часто встре
чающиеся в водохранилищах, 
обусловлены плотностной не
однородностью водных масс, 
которая в свою очередь может 
быть связана с термической 
неоднородностью или же с раз
личием содержания (концентрации) растворенных, а иногда 
и взвешенных в воде веществ. Так, при охлаждении водоемов 
Б осенний период более холодные массы воды поверхностного 
слоя опускаются на дно, уступая место более теплым и легким 
глубинным водам.

Большое значение в динамике озер и водохранилищ имеют 
также п р и бр еж н ы е течения, им посвящен специальный параграф 
этой главы.

Сложность структуры течений больших замкнутых водоемов 
обусловлена не только тем, что течения могут формироваться 
под влиянием различных причин, но и тем, что эти причины ча
сто действуют одновременно. Кроме того, за счет инерции вод
ных масс в водоемах существуют так называемые остаточны е  
течения, вызванные тем фактором, который уже перестал

25* 387
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действовать. Такие течения существуют под влиянием инерции 
до тех пор, пока не иссякнет их энергия. На остаточные течения 
накладываются течения, обусловленные новым фактором, при
водя к появлению особенно сложной схемы течений. Если те
перь учесть, что одним из основных факторов, обусловливаю
щих течения в озерах и водохранилищах, является ветер, аветер 
почти всегда крайне неустойчив по направлению и по скоро
сти, то станет очевидным, что течения в озерах и водохранили
щах должны отличаться большой изменчивостью.

Ввиду отсутствия хорошей методики натурных исследований 
озерные течения до сих пор изучены крайне недостаточно. От
сутствие ж е натурных материалов затрудняет теоретическое 
изучение течений и разработку методики их расчета. В настоя
щее время существуют лишь грубо приближенные методы рас
чета отдельных видов течений озер и водохранилищ.

Некоторое представление о возможной структуре сточных 
течений в большом замкнутом водоеме дает схема поверхност
ных течений Аральского моря (рис. 15.4), на которой ясно про
слеживается связь течений водоема с впадением рек Сырдарьи и 
Амударьи.

Д ля выяснения характера сточных течений в замкнутых во
доемах в настоящее время применяется метод лабораторных 
модельных исследований.

§ 4. В етровы е течения

Ветровые течения возбуждаются под влиянием касательного 
напряжения, создаваемого ветром на свободной поверхности во
доемов. Кроме ветра, на водные массы действуют сила тяжести 
и силы сопротивления. В зависимости от интенсивности воздейст
вия ветра, от величины сточного течения и от конфигурации во
доема формируются разные виды ветровых течений. Рассмотрим 
эти виды.

Под влиянием начавшегося и постепенно усиливающегося 
ветра поверхностный слой воды в водоеме начинает двигаться 
в направлении ветра. Движение постепенно сообщается ниже 
расположенным слоям, таким образом формируется др ей ф ов ое  
течение (рис. 15.5). Горизонтальное перемещение водных масс 
из одной части водоема в другую вызывает появление добавоч
ного уклона водной поверхности /, направленного против ветра, 
благодаря этому на формирование ветрэвых течений начинает, 
действовать сила тяжести. Под влиянием последней в глубин
ных слоях водоема развивается гр ади ен тн ое течение, направлен
ное в сторону, противоположную дрейфовому течению, или на
чинает меняться структура глубинных сточных течений. Если 
одновременно имеют место дрейфовые и градиентные течения, 
то говорят о см еш анны х течениях.
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Теоретические и натурные исследования позволили установить 
следующее выражение для проекции на горизонтальную ось л: 
касательного напряжения хох, действующего на поверхности 
воды;

(15.16)

где Тх — параметр касательного напряжения, имеющий линейную 
размерность и выражающийся формулой

Т  =  koW\  cos а. (15.17)

Здесь W2 — скорость ветра на высоте 2 м над водной поверх
ностью в MjceK, а  — угол между вектором скорости ветра и обрат-

(+] W ( + ) W (i - )W

X

- V  А

I -------- -- / -------- --

Р ис. 15.5. Р асп р едел ен и е скоростей  по вертикали при ветровы х
течениях.

а  — градиентное течение, б  — смеш анны е течения, в — дрейф овое течение.

ным направлением оси х. Заметим, что при расчетах продольных 
ветровых течений в водохранилип^х и ветровых сгонов-нагонов, 
ось X располагают вдоль продольной оси водохранилища и на
правляют в сторону сточных течений. Ветер, направленный про
тив сточного течения, считается положительным.

Коэффициент ко в формуле (15.17) определяется в зависимо
сти от высоты ветровой волны h по эмпирическому соотношению

/^0=  1,3 (3 +  10А) 10-8, (15.18)

величина h выражается в м.
Следуя рассуждениям В. М. М аккавеева, рассмотрим про

стейший случай установившегося ветрового течения и выведем 
формулы распределения скоростей течения по вертикали. Вос
пользуемся записанным в проекции на продольную ось х  урав
нением движения установившегося турбулентного потока.
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принимая приближенную неизменность скорости вдоль осей х и г  
(последняя предполагается расположенной поперек потока), 
пренебрегая поперечными составляющими скорости Vy и Vz и по
лагая v x = v ,  записываем указанное уравнение таким образом:

Т / Н - Л р | |  =  0 .  (15.19)

Вертикальная ось у  имеет начало на свободной поверхности 
потока и направлена вниз.

Уравнение (15.19) интегрируется при использовании следую
щих граничных условий:
выражения касательного напряжения на поверхности, обуслов
ленного ветром (тож),

=  (15.20)

и значения донной скорости

Содержащаяся здесь характерная линейная величина / мо
жет быть определена по следующей приближенной зависимости:

'  =  ( 1 S - 2 2 ), 2 «  3  ^

где С — коэффициент Шези,

я г ^ 0 ,3 5 С  +  6.

Граничное условие (15.21) построено весьма рационально: 
оно позволяет учесть донную шероховатость и не приводит в об
щем случае к получению нулевой скорости у дна, что является 
существенным недостатком многих используемых в океанологии 
решений о ветровых течениях.

Двукратное интегрирование уравнения (15.19) при учете гра
ничных условий у поверхности и введении поверхностной и дон
ной скоростей позволяет получить следующие уравнения рас
пределения скоростей по вертикали (индекс «д:» при Т будем 
опускать, помня, что эта величина, так же как и поверхностный 
уклон I, записана относительно оси х) : 
для градиентных течений

^ =  +  (15.23)‘icp ■ 2Ас р

для дрейфовых течений

( 1 5 . 2 4 )
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д л я  с м е ш а н н ы х  т е ч е н и й

■il

В этих формулах /го — глубина точки, в которой скорость пере
ходит через нуль (рис. 15.5), Н  — глубина потока, vo — скорость 
у поверхности, vh — скорость у дна, у  — удельный вес воды.

Рассмотрим теперь вопрос о назначении коэффициентов тур
булентного обмена. В основу оценки характера распределения 
коэффициента турбулентного обмена по вертикали должна быть 
положена следующая структурная формула;

A  =  - ^ k w \

рассмотренная в главе IV, где также указано, что в обычных рус
ловых потоках W имеет более или менее равномерное распреде
ление по вертикали, давая небольшое увеличение ко дну, а % з а 
метно возрастает ото дна к поверхности, определяя в конечном 
счете и распределение А  по вертикали.

Данные о распределении указанных величин в потоке, свя
занном с действием ветра, отсутствуют. Поэтому в настоящее 
время приходится ограничиваться приближенным решением, 
в котором используется лишь среднее значение коэффициента 
турбулентного обмена по вертикали.

Д ля получения Лер для условий ветровых течений Маккавеев 
предлагает следующую формулу;

^ср =  '2тиС ’ (15.26)

где С — коэффициент Шези, т = 0 ,3 5 С  +  3, <7* — абсолютная
величина элементарного расхода дрейфового или градиентного 
течения, а при смешанных течениях — сумма абсолютных значе
ний расходов поверхностного дрейфового течения q± и донного 
градиентного течения <72, т. е. соответственно

д* =  \д \ ,  или q* = \ q i \  +  \q2 \. (15.27)

Рассмотрим случай смешанных течений. Выведенную приме
нительно к этому случаю зависимость для q* можно предста
вить таким образом;

( 1 5 . 2 5 )

q * ^ H E Y \ r \ ,  (15.28)

где В  — переменная величина, имеющая размерность корня квад
ратного из ускорения. Произведение Е~^\Т\  выражает среднюю
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по вертикали абсолютную скорость, которую можно обозначить 
через и*, зависимость (15.28) при этом приобретает вид

Вывод формулы (15.28) очень громоздок, поэтому здесь он 
не приводится. Интересующиеся могут ознакомиться с ним 
в книге автора: «Сгонно-нагонные явления на водохранилищах 
и озерах», 1960 г.

Значение Е  определяется зависимостью

E  =  V m C  у  1 +

где 0  — безразмерный параметр, введенный автором в теорию 
ветровых течений и используемый для выяснения вида этих те
чений

0  =  ^ .  (15.30)

При взятых положительных направлениях уклона (вдоль 
оси х) и ветра (против оси х) градиентные, смешанные и дрей
фовые течения должны иметь место при следующих значе
ниях 0:

градиентные О 0  ^  т ,

смешанные т < 0 < 1 ,  (15.31)

дрейфовые 1 ^ 0 ^ - 1 - с о  и — с о ^ 0 < О .

Здесь принято

*v. ^  /1 с  OOV
' " ~ 4 г а  +  ЗС-  (.15.32)

В теории ветровых течений используется понятие стационар
ного течения, являющегося частным случаем смешанных тече
ний, от которых оно отличается равенством абсолютных значе
ний элементарных расходов поверхностного (qi) и донного {qz} 
течений. Стационарное течение имеет место при условии

0  =  (15.33)

где

Д = 1 + ^ .  (15.34)

Стационарное течение формируется при стабилизации ветро
вого течения в водоеме, в котором сточное течение отсутствует.
392



относительное значение этой величины 
имеем формулу

В м е с т о  а б с о л ю т н о г о  з н а ч е н и я  ho в  у р а в н е н и е  ( 1 5 . 2 9 )  в в е д е н о

где
Ло =  0 - К ( 0 - 7 -  i f - Т  ,

7  =  ^ _____ L
2 т  3  •

(15.35)

(15.36)

Р ис. 15.6. Граф ики функции E ( Q , C ) .
1 — зон а  дрейф овы х течений, 2 — зона смеш анны х течений, 3 — зона гр а 
диентны х теченпП, 4 — гран иц а м еж ду 1-й и 2-й зонами, 5 —  линия ста- 

ционарного течения, 6 — гран иц а м еж ду 2-й и 3-й зонами.

Величину Е  можно представить как функцию двух перемен
ных © и С. На рис. 15.6 изображены графики функции Е  (0 , С), 
которыми удобно пользоваться при расчетах.

Остановимся более подробно на распределении скоростей при

стационарном течении. В этом случае, как указано выше, 0 =  — .
Д

Подставляя значение 0  в уравнение распределения скоро
стей при смешанных течениях и вводя индекс «ст» для
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обозначения функции Е  при стационарном течении, находим сле
дующую формулу;

■0 =
2т С  д

V \ T \
а  -f- 0 , 5 ? ' (15.37)

Здесь принято

Безразмерная функция, заключенная в скобки в выражении 
(15.37), определяет вид кривой распределения скоростей по вер-

я»
тикали. Обозначим эту функцию через v, т. е. примем

V  ~  а - \ - ■ f y - 0 , 5 ? , (15.38)

тогда получим расчетное уравнение распределения скорости
2т С  д Т

V . (15.39)

Теперь для стационарного случая можно найти поверхност
ную скорость Ио, для этого достаточно в уравнение (15.39) под
ставить г /= 0 . Расчетную формулу можно записать в виде

г ,о = /С Г 2 , (15.40)
где — скорость ветра на высоте 2 ж над водой. В этой фор
муле Щ  всегда принимается положительным. /С — так называе
мый ветровой коэффициент, определяемый зависимостью

К : =
т С д

МООЕа
1 'l +  7 ) | l  -  К З  +  Ю/г . (15.41)

Под радикалом здесь фигурирует высота волны /г, выражае
мая в м.

§ 5. Вдольбереговое волноприбойное течение

Прибрежная зона озер и водохранилищ отличается особой 
сложностью структуры течений. Непосредственно в этой зоне 
могут иметь место все упомянутые выше виды течений: сточные, 
ветровые, конвекционные. Д ля нее характерны также и особые 
виды течений, не встречающиеся в других частях водоема, к та 
ковым относятся в первую очередь волноприбойные течения, 
обусловленные процессами разбивания волн на береговой от
мели.

Вообще прибрежные течения можно разделить на вдольбере
говые, нормальные и комплексные. Первые из них характеризу
ются совпадением направления скорости с направлением бере
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говой линии. На рис. 15.7 приведена фотография вдольберего
вого течения на Цимлянском водохранилище. Течение стало 
заметным благодаря насыщению глинистыми частицами, попав
шими в воду при размыве берега. Нормальные течения характе
ризуются переносом водных масс в перпендикулярном к берего
вой линии направлении, при этом всегда имеют место области 
течений, направленных к берегу, и противотечений. Обычно это 
ветровые смешанные течения или волноприбойные нормальные

Рис. 15.7. В дол ь бер егов ое течение в Ц им лянском  водохранилищ е. 
В и д с вы сокого крутого берега.

течения; к этой последней группе относятся так называемые 
разры вны е течения, которые отдельными порциями выносят 
водные массы из зоны волноприбоя в направлении глубоковод
ной зоны. Комплексные прибрежные течения имеют вдольбере- 
говую и нормальную составляющие и могут иметь различное 
происхождение.

Особой интенсивностью отличаются в дол ьбереговы е волно
прибойны е течения, скорости которых могут превышать 1—  
1,5 м1сек, в отличие от других видов озерных течений, характе
ризующихся малыми скоростями (порядка нескольких см1сек 
или дм/сек). Остановимся детально на этих течениях.
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Вдольбереговое волноприбойное течение возникает под влия
нием энергии, освобождающейся при разрушении волн, подхо
дящих под острым углом к береговой линии. Ввиду высокой 
турбулентности и больших скоростей вдольбереговое течение об
ладает высокой транспортирующей способностью и поэтому 
играет большую роль в режиме наносов прибрежной зоны водо
хранилища и в процессе формирования берега.

Изучение вдольбереговых течений на водохранилищах на
чато сравнительно недавно. Прежде такие течения изучались 
лишь на морских побережьях. Теории и расчету морских вдоль
береговых течений посвящены исследования Путнама, Мунка,

• С - : : / ' . . . — , . . . , . .

Р ис. 15.8. Р азр уш ен и е волн у  берега в зон е волноприбоя.

Трейлора, Инмана, И. Ф. Ш адрина и др. Изучение вдольбере
гового течения водохранилищ выполнено А. С. Судольским, 
А. Я. Ш варцман и Н. А. Ярославцевым. Последними установ
лена, в частности, недостаточность предложенных упомянутыми 
американскими учеными формул скорости вдольберегового тече
ния. В этих формулах неполно учитывается действующее в вол
ноприбойном течении гидродинамическое сопротивление. Ш варц
ман предложила новый способ вывода уравнения вдольберего
вого течения, лишенный указанного недостатка; она отмечает, 
что гидродинамическое сопротивление вдольберегового потока 
складывается из донного трения и трения на внешней границе 
вдольберегового потока, сопрягающегося вдоль линии волнонри- 
боя с более инертными водными массами. При этом указы
вается, что донное трение обусловлено не только турбулизацией
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потока за счет донной шероховатости, но и турбулизацией за 
счет волновых движений, имеющих место в зоне существования 
потока, т. е. в зоне разрушения волн. Здесь знакопеременные 
волновые перемещения водных масс, сопровождаемые обруше
нием волн, являются основным фактором турбулизации.

При подходе волн к береговой отмели крутизна их фронталь
ного склона увеличивается, и при выходе на глубину, равную 
0,8 h {h — высота глубоководной волны, подходящей к берегу), 
волна разрушается, продвигаясь далее по отмели к урезу в виде 
пенящегося вала (рис. 15.8). На всем пути волны от начала ее 
разрушения до конца наката на пляж происходит преобра
зование и гашение волновой энергии. Часть энергии при этом

Ууоез

Р ис. 15.9. С хем а к вы воду ф орм улы  ск ор о
сти в дол ьбер егового  волноприбойного т е 

чения.

расходуется на возбуждение и поддержание течения, а часть 
(как правило, небольшая) уходит от берега в виде отраженных 
волн.

Рассмотрим некоторый контрольный объем воды aa±66i в зоне 
волноприбоя (рис. 15.9), ограниченный с двух сторон соответст
венно линиями уреза (66i) и разбивания волн (aai), с двух дру
гих— лучами волн аб и ai6i. Обозначим расстояние между лу
чами по урезу или по линии aai через I, а ширину зоны волно
прибоя через Ь. Расстояние между лучами по фронту волны 
обозначим через В, а острый угол между лучом волны и урезом 
через а. Полный поток энергии, поступающий в рассматривае
м ы й  объем в течение одной секунды через линию aai, выразится 
величиной

Э =  и В Е ,  (15.42)
где [/ — групповая скорость, В  — волновая энергия. В зоне вол
ноприбоя волновую энергию несут одиночные разрушающиеся 
валы, перемещающиеся со скоростью с (с — фазовая скорость),
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поэтому для указанной зоны С /= с и формула (15.42) приобре
тает вид

Э =  сВЕ.  (15.43)

Поток энергии, определяемый равенством (15.43), имеет две 
составляющие; по оси х (продольная составляющая Эх) и по оси 2 
(нормальная составляющая Эг)- Нормальная составляющая 
энергии частично затрачивается на формирование наката волн, 
поддержание повышенного уровня в зоне волноприбоя и форми
рование разрывных течений, а частично отражается. Продольная 
составляющая Эх расходуется на формирование вдольберегового 
течения и частично гасится. Если через Fi обозначить активную 
силу, вызывающую вдольбереговое течение со средней скоростью 
t>cp, то секундная работа этой силы выразится произведением 
FiVcp- Этой работе тождественна та часть продольной составляю
щей волновой энергии, которая затрачивается на возбуждение 
течения кЭх, где к —  коэффициент, меньше единицы

FiV^p =  k 3 ^  =  kc^BE,  (15.44)

где Сх — вдольбереговая составляющая скорости распростране
ния волн.

Нетрудно показать, что

кЭ^ =  kcEl  sin а cos a. =  kcEl  .

Теперь записываем
(15.45)

Рассматривается установившееся вдольбереговое Течение, по
этому активная сила должна уравновешиваться силой сопротив
ления, приложенной ко всему контрольному объему aai66i. Сила 
сопротивления Fz определяется как сумма двух составляющих; 
силы сопротивления в зоне волноприбоя, приводимой к донному 
трению, и силы сЬпротивления на границе этой зоны по линии 
aai (рис. 15.9), т. е. бокового трения. При определении двух по
следних сил учитывается величина коэффициента турбулентного 
обмена, который для случая волновой турбулизации вычисляется 
по формуле

Здесь h — высота волны, d — эффективный диаметр частиц 
донных отложений, Я  — глубина, а — эмпирический коэффици
ент. Выражение для Лволн в отличие от соответствующей фор
мулы для открытого русловбго потока содержит элементарный 
волновой расход /̂ волн. Волновой расход обозначает среднюю за
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период абсолютную величину знакопеременного переноса водных 
масс, определяемого волновым движением жидкости, и вычис
ляется из соотношения

в̂ол„ =  ^ .  (15.47)

Заметим, что если осреднить за период волны значения вол
нового переноса жидкости с учетом их алгебраического знака, то 
получаем нулевой перенос.

Приравнивая активную силу суммарной силе сопротивления, 
Ш варцман приходит к следующей зависимости для величины 
средней скорости вдольберегового волноприбойного течения:

-г, _  /  gH^'^h sm  2а
<=р ■ /  / Я2 \  1, , ’ (15.4Ь)

/0 ,1  +  8 0 0 - ^ )  6

где h — высота волны перед разрушением, Н  — глубина на ли
нии разрушения волн; остальные обозначения прежние.

Выражение, стоящее в знаменателе в скобках, получено тео
ретически при выводе формулы бокового трения в следующем

общем виде: т-{- п — — . Численные значения коэффициентов 
т н п определены по эмпирическим данным.

§ 6. Сгоны и нагоны  на о зе р а х  и в одохр ан и л и щ ах

Выше указывалось, что под влиянием ветра в озерах и водо
хранилищах образуются течения, которые приводят к перемеще
ниям водных масс из одной части водоема в другую. Появляется 
перекос водной поверхности или ж е изменяются имевшие место 
ранее уклоны. Подъем уровня в одной части водоема, именуе
мый нагон ом , всегда сопровождается снижением уровня, т. е. 
сгоном , в другой его части. Такие процессы изменения уровней 
водоемов, обусловленные действием ветра, называются в етро
выми огонам и и нагон ам и  или ветровы м и денивеляциям и.

При наличии приблизительной однородности ветра над озе
ром или водохранилищем (что при сильных ветрах является 
обычным) сгонно-нагонные денивеляции носят характер общих 
перекосов водной поверхности с так называемым узловым сече
нием вблизи от центра тяжести площади водоема. На рис. 15.10 
в качестве примера дан продольный профиль поверхности Цим
лянского водохранилища во время сгонно-нагонной денивеля
ции. Синхронность хода уровней на водомерных постах в рас
сматриваемом случае прослеживалась в общем достаточно от
четливо. Отдельные отклонения от синхронного хода уровней 
могут быть объяснены как некоторой неодновременностью
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Рис. 15.10. С гонно-нагонная денивеляция Ц им лянского водохран и ли щ а по наблю дениям  12/XI 1952 г. и по расчету,
1 —  продольный профиль водной поверхности до начала денивеляции по расчету; 2 — измеренные уровни на водомерных постах во 
время наибольшей денивеляции; J — построенный по расчету продольный профиль водной поверхности во время наибольшей дени
веляции (по продольной оси водохранилища). 4 — вычисленные уровни на водомерных постах (вычисления сделаны при учете

поперечной денивеляции).



наступления одинаковых фаз ветра над разными частями водо
ема, так и поперечными перекосами водной поверхности. Узло
вым сечением (или просто узлом) сгонно-нагонных денивеляций и 
сейш называют сечение, в котором при общей денивеляции сво
бодной поверхности уровень остается неизменным. Скорость же 
обусловленного ветром перемещения водных масс в этом сече
нии оказывается наибольшей.

Рассмотрим метод расчета установившихся сгонов и нагонов 
в водохранилищах, характеризующихся наличием сточных тран
зитных течений. Такой расчет производится при одновременном 
использовании динамических уравнений и уравнения неразрыв
ности.

Расчет по динамическим уравнениям выполняется по схеме 
расчета кривых свободной поверхности рек (метод Рахманова).

В параграфе о ветровых течениях были приведены выражения 
распределения скоростей по вертикали в потоке, находящемся 
под влиянием ветра. Интегрирование этих выражений в соответ
ствующих пределах позволяет получить формулы элементарного 
расхода.

Указанные формулы могут быть распространены на попереч
ное сечение потока и после преобразований приведены к следую
щему виду:
для градиентных и дрейфовых течений

Q l Q |  =  ^ , p U ) 2 C 2 ( / - ^ ) ,  (15.49)

где Q — расход воды, 
для смешанных течений

В этих уравнениях ю — площадь поперечного сечения, С — 
коэффициент Шези, Е  — функция, определяемая по графикам

(рис. 15.6), коэффициент д = 1 - | - - ^ ,  Тх — параметр, через ко
торый выражается воздействие ветра на водную поверхность, 
причем, как указывалось выше,

=  k W \  cos а.

Прямыми скобками показаны абсолютные значения величин.
В уравнении (15.50) Q выражает результирующий расход, 

получаемый как разность расходов поверхностного и донного 
течений.

В условиях установившейся сгонно-нагонной денивеляции, 
когда на всем водохранилище отметки водной поверхности хотя
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бы в течение короткого отрезка времени оказываются неизмен
ными, расход Q такж е не изменяется вдоль водоема и всегда 
оказывается величиной положительной и равной расходу сточ
ного течения.

Исходя из этого условия, в соответствии с уравнениями 
(15.49) и (15.50) можно написать следующие расчетные зависи
мости для определения падения Az: 
для градиентных и дрейфовых течений

A z = F , Q ‘̂ +  F,T,-,  (15.51)

для смешанных течений

A z  =  F , E Q V \ T , \  + F , T , .  (15.52)

Эти формулы записаны для расчетных участков водрема дли- 
ной Ах, для которых и определяется падение Аг. Функции f i .  fg  

1ГТГ^ычисляю т по средним для участков значениям гидравли
ческих элементов и представляют в графическом виде подобно 
тому, как это делают и при подготовке к построению кривых сво
бодной поверхности рек. Указанные функции находятся по фор
мулам:

05-S3) 

(15.54)

(>5.55)

где Ах — длина расчетного участка, измеренная вдоль его дина
мической оси, As — его длина, измеренная по прямой. Нетрудно 
заметить, что функция Fi является не чем иным, как модулем 
сопротивления, который в предыдущих главах настоящей книги 
обозначен через F.

Вопрос о том, какой формулой следует пользоваться при рас
чете— (15.51) или (15.52), — решается непосредственно во время 
выполнения вычислений. Осуществляя. попытки вычислений по 
этим формулам, проверяют, какой характер течения может 
иметь место при получаемом падении Az  на участке. Как кри
терий используется безразмерное число

Смешанные течения имеют место при

д а < 0 < 1 .

=  ( 1 5 .5 6 )
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Вычисление падений по формулам (15.51) и (15.52) выпол
няется методом подбора. Заметим, что при Г х = 0  формула
(15.51) превращается в обычную формулу гидравлики, приме
няемую для построения кривых свободной поверхности рек.

Используемое при расчете установившихся сгонов-нагонов 
уравнение неразрывности может быть записано для всего водо
ема следующим образом:

N

=  (15.57)
i  =  l

где N  — число всех участков, АКг — приращение объема воды 
на расчетном участке во время денивеляции (положительное при 
подъеме уровня и отрицательное при его понижении)

(15.58)

— изменение (повышение с плюсом или понижение с мину
сом) уровня в середине расчетного участка во время денивеля
ции, AQi — площадь зеркала расчетного участка.

Весь расчет сгонно-нагонной денивеляции выполняется мето
дом подбора. Сперва при произвольном начальном уровне 
у плотины строится кривая водной поверхности по уравнениям
(15.51) и (15.52), а затем по уравнению (15.57) проверяют, 
удовлетворяет ли полученная кривая условию неизменности объ
ема воды в водоеме. Если условие (15.57) не выполняется, то 
необходимо выяснить, какую величину А^о следует добавить (или 
отнять) к начальной отметке у плотины. Этот вопрос решается 
ориентировочно при использовании формулы

N

“ обш

где Ообщ — площадь зеркала всего водоема.
Увеличив (или уменьшив) использованное ранее значение на

чальной отметки у плотины на величину Ago, производят повторно 
расчет по формулам (15.51) и (15.52), а затем снова проверяют 
на удовлетворение условию неразрывности. При определенном 
навыке после 2—3 таких расчетов получается окончательное 
решение.

В случае если транзитный расход сточного течения относи
тельно мал и на протяжении всего водохранилища падения Azct, 
связанные с ним, такж е невелики, расчет сгонов-нагонов может 
выполняться по формуле

Az, =  F ,T , .  (15.60)

Общее падение в этом случае находится по приближенному 
соотношению

Д г ^ Д г „  +  Дгз, (15.61)
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которое пригодно лишь при малых значениях падения Azct, от
вечающего сточным течениям. В этом случае увязка объемов 
также осуществляется по формуле (15.57).

Д ля приближенного определения разности уровней на концах 
малопроточного водоема длиной L можно предложить следую
щую формулу:

Д2з =  (3+ 10 /г)10~ ® -^1^7 |лС О 8а, (15.62)
^  ср

где — скорость ветра на береговой станции на высоте флю
гера, Яср — средняя глубина водоема, а  — угол между направле
нием ветра и осью L, ft — высота волны. Все линейные размеры 
выражают в метрах.

Водохранилища речного типа с затопленной поймой обычно 
характеризуются значительным различием глубин по ширине. 
Если площади водного сечения русла и поймы (или двух пойм) 
соизмеримы (отличаются не более чем в 2—-3 раза), то для рас
чета падения на участках такого водохранилища следует поль
зоваться формулой

.^ ln ^ 2 p ^ jr p  +  .^ lp /^ 2n ?’x n

" lp  +  Л

где Flu, Fip, Fzm Ргр — функции Fi и Fz для поймы и русла (или 
для мелкой и глубокой частей поперечного сечения водоема).

Сравнение значений Azb, вычисленных по формулам (15.60) 
и (15.63), с наблюденными значениями AZe показывает, что не
учет различия глубин по ширине водоема и оперирование лишь 
со средней глубиной на участке приводит к преувеличению 
(иногда значительному) сгонно-нагонных денивеляций.

Применение критерия 0  к пойменной и русловой частям м а
лопроточного водохранилища, для которого выполнен расчет 
ветровой денивеляции по формуле (15.63), обнаруживает, что на 
пойме расход направлен в сторону ветра, а в русле — против 
ветра..

Для расчета неустановившихся сгонов-нагонов крупных во
доемов может быть использован изложенный в главе XI метод 
мгновенных режимов. Отличие будет заключаться лишь в том, 
что расчет расхода воды Q выполняется не по обычной формуле 
гидравлики, а по одному из следующих двух выражений: 
для градиентных и дрейфовых течений

(15.64)

ДЛЯ с м е ш а н н ы х  те че н и й

(15.65)
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в  первой из этих зависимостей расход считается положи
тельным, если положительно выражение под радикалом, и отри
цательным, если это выражение отрицательно.

Виды течений устанавливаются по величинам параметра 0 .

§ 7. В звеш и ван и е и тр ан сп ор ти р ован и е наносов  в усл ов и я х  
в олнового взм учивания

В русловых потоках взвешивание и транспортирование нано
сов зависит от гранулометрического состава, от средней скорости 
течения, от скорости у дна и от интенсивности турбулентного пе
ремешивания, выражающейся через коэффициент турбулент
ного обмена. В потоках, связанных с действием ветра, когда 
в водоеме одновременно с течением развивается ветровое волне- 

/  1 \
ние, при мелководье Я  ^  —  L появляется новый существен-

Zi
ный фактор — орбитальное движение воды у дна.

Волнение является такого рода движением, при котором дис
сипативные процессы оказываются менее выраженными, чем 
в потоках. Несколько ограниченным оказывается и развитие тур
булентности, связанной непосредственно с волнением.

При одновременном наличии течений и волнения турбулент
ность, возникающая в придонном слое, определяется как скоро
стью течения, так и орбитальной скоростью у дна. Орбитальное 
движение создает знакопеременные скорости у дна, периодиче
ски возникающие и исчезающие. В короткие промежутки вре
мени (меньше половины периода волны), когда у дна имеет ме
сто скорость, формируются вихри. Последние не могут получить 
значительного развития ввиду кратковременности действия воз
буждающего их фактора. Естественно, что такие вихри лишь, 
в слабой мере способны проникать в выше расположенные слои 
жидкости. Поэтому в порядке первого приближения можно при
нимать, что турбулентность основной толщи водных масс водо
ема обусловлена течением, тогда как турбулентность придонного- 
слоя развивается в результате совместного действия волнения и 
течения. В равной мере можно считать, что взмыв наносов у дна 
определяется турбулентностью, обусловленной волнением и те
чением, а их взвешивание в основной толще воды — турбулент
ностью, зависящей только от течения. Заметим, что уточненные 
решения должны учитывать оба указанных фактора турбулиза
ции для обеих зон потока.

Вопрос о коэффициенте турбулентного перемешивания при. 
ветровых течениях был рассмотрен выше; этот коэффициент мо
жет быть найден по следующей приближенной формуле:

1

А —
2тС •
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На основании принятых предположений для случая устано
вившегося взвешивания получаем то же самое выражение рас
пределения мутности по вертикали, которое выведено для рус
ловых потоков. Д ля частной мутности s,, отвечающей i-той ф рак
ции, оно записывается так:

(15.66)

где Mi — гидравлическая крупность наносов рассматриваемой 
фракции. Общая мутность равна сумме мутности частных фрак
ций. Д ля общей мутности ч5 при однородных наносах, характе
ризующихся гидравлической крупностью f/, имеем

S = S „ e  (15.67)

здесь 5н  и 8нг  — соответственно общая й частная донная мут
ность. : i!

При учете выражения коэффициента турбулентного обмена 
показатель степени уравнения (15.67) преобразуется так:

l U
g A cp

( Я - у )  =  / /0 * ( 1  -  у),

где, как и ранее, у =  . Кроме того, принято 
i i

причем

Теперь уравнение (15.67) принимает вид

(15.68)

для частной мутности может быть записано аналогичное урав
нение.

Мутность взмыва .5взм определяется по формуле, построенной 
аналогично формуле мутности взмыва речного потока, но с уче
том действия волнения. Выражение 5взм записывается следую
щим образом:

Причем 5взм измеряется в г/м^.
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Здесь \ v h \ — абсолютная величина скорости течения у дна.
I орб н  I — среднее абсолютное значение продольной составляю
щей орбитальной скорости у дна, вычисляемое по формуле

2 h

Го sh
(15.70)

G
0,14

0,08

в  этой формуле h, То и L соответственно высота, период и 
длина волны. Элементы ветровых волн находятся по методу 
Браславского, причем вычисленная высота волны должна быть 
приведена к волне 10%-ной обеспеченности. Д ля этого найденная 
по номограммам Браславского 
высота волны умножается на ко
эффициент 0,75.

Переход от 5взм к донной мут
ности S h осуществляется п о  фор
муле, используемой для речных 
потоков, а именно

Sff —  Ф5взм .

Средняя мутность воды при 
ветровом течении, отвечающая 
условию насыщенности наноса
ми, т. е. его транспортирующей 
способности, определяется по 
формуле

(15.71)

'1
\ \
\ \
\ \ с

1 ,— '.0,—' .40

__- л

\ \
\

S
ч

\ \

ч \ ч
ч V,

\

Рис. 15.11. Граф ик  
Б* (С, G*).

1,0 Б* 

функций
функция Б* находится по гра

фикам (рис. 15.11) при заданных 
значениях коэффициента С и па
раметра G*.

Функция Ф находйтся по графику, приведенному в главе ХП1, 
по аргументу е'̂ определяемому соотношением

и

W
(15.72)

н
где — среднее абсолютное значение пульсационной скорости
у дна при наличии течений и волнения. Д ля этой величины в по
рядке первой ориентировки можно принять следующую формулу:

ср
+ (15.73)

в которой сделана попытка учета значений орбитальной скоро
сти у дна и скорости транзитного течения как факторов.
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ВОЛЫ — характери
стический параметр, введенный для волнового движения

10-3. (15.74)

Рассмотренный здесь способ расчета мутности разработан 
•автором. Метод расчета мутности в волноприбойной зоне и при
легающей к ней мелководной части побережья рассмотрен 
Ш варцман, которая указывает, что для этой зоны применимы 
приведенные в настоящем параграфе формулы, и лишь одна из 
них, именно формула мутности взмыва, потребовала уточнения, 
которое свелось к введению в формулу (15.69) множителя р, на
ходимого из эмпирического соотношения

J  =  l - 0 , 7 - ^ .  (15.75)

Эта зависимость получена Ш варцман на основании исследо
ваний, выполненных на Кременчугском водохранилище, формула 
.(15.75)'имеет такие пределы применимости:

0,2 < 4 - <  0,7.

При условии - ^ > 0 , 7  практически имеем уже разрушение 
Н

волн; здесь р является величиной постоянной и равной примерно

<0,5. При —  <  0,2 рассматриваемый участок побережья счи- 
п

тается относительно глубоким и для него берется р— 1, т. е. рас
чет ведется непосредственно по формуле (15.69).

Скорость течения при расчете мутности в зоне волноприбоя 
вычисляется По формуле Ш варцман (15.48), приведенной в § 6 
настоящей главы. Получив мутность и имея величину скорости 
течения, зная такж е размеры (ширину и среднюю глубину) 
зоны волноприбоя, мы можем рассчитать вдольбереговой рас
ход наносов.

§ 8. Процессы формирования берегов водохранилищ

Процесс формирования берега водохранилища может быть 
разделен на две стадии. Первая стадия характеризуется весьма 
интенсивным размывом коренного берега. На рис. 15.12 пока
зано, как выглядел разрушающийся высокий берег Цимлян
ского водохранилища вскоре после заполнения последнего.

В период первой стадии преобладает нормальный к берего
вой линии перенос продуктов размыва, т. е. наносов, при этом 
крупные частицы отлагаются у самого берега, формируя бере

• т у р б у л и з а ц и и  в о д н ы х  м а с с  п р и д о н н о г о  с л о я .  N
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говую отмель, а мелкие выносятся в глубоководную часть водо
хранилища.

После образования береговой отмели и пляжа особенно важ 
ную роль в формировании берега приобретает вдольбереговой 
перенос наносов. Начинается вторая стадия развития береговой 
линии, при переходе к которой береговая линия сохраняет зна
чительную горизонтальную расчлененность и представляет со
бой чередование мысов и бухт, сопрягающихся короткими более

Р ис, 15.12. И нтенсивно разруш аю щ ийся бер ег  Ц им лянского водохранилищ а
в 1957 г.

или менее прямолинейными участками. Под влиянием волнения! 
и вдольберегового течения во второй стадии происходит посте
пенное выравнивание береговой линии.

Вопрос о связи формирования береговой линии с волновыми: 
движениями водных масс еще в 1934 г. рассматривал В. Г. Глуш
ков. Он заметил, что на длинном участке морского побережья; 
для отвода воды, поступающей к берегу при набегании волн, тре
буется целый ряд обратных течений. Этими течениями все побе
режье делится на участки, в средних частях которых наблю
дается сконцентрированный приток воды к берегу, в боковых — 
обратные течения, отводящие воду в море. Места усиленного»
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притока воды Глушков назвал фокусами действия прибоя. Фо
кусы располагаются там, где береговая линия выступает в море, 
образуя мысы. Наличие ж е фокусов у мысов способствует их 
размыву, выносу продуктов размыва в обе стороны от мысов, 
что приводит к выравниванию береговой линии.

В работе Ш варцман указывается, что особую роль в рас
смотренном Глушковым процессе выравнивания береговой линии 
играют вдольбереговые течения. Она отмечает, что при этом 
возможны следующие два случая: 1) фронт подходящих к берегу 
волн параллелен общему направлению береговой линии,
2) фронт волн образует острый угол с общим направлением бе
реговой линии. Именно во втором случае роль вдольберегового 
течения оказывается особенно большой. Скорость вдольберего
вого течения у мысов наибольшая, высота волны здесь также 
наибольшая. Это приводит к большой транспортирующей спо
собности вдольберегового потока у мысов. Насыщенный продук
тами размыва поток попадает затем на прямой участок берега 
и далее в бухту или залив, где его транспортирующая способ
ность резко снижается. Здесь поток теряет иногда значительную 
часть принесенных им наносов и движется дальше уже частично 
осветленным.

В дальнейшем при чередовании выпуклых и вогнутых участ
ков берега картина повторяется. Таким образом, наблюдается 

, чередование зон размыва, производимого вдольбереговым пото
ком и разрушающимися волнами (на мысах) и зон аккумуляции 
(в бухтах и заливах), за счет чего происходит постепенное вы
равнивание береговой линии. В случае отрыва вдольберегового 
течения от берега, что нередко имеет место у особенно сильно 
выступающих мысов или у поворотов береговой линии, зона акку
муляции переносится в глубокую часть водоема, куда устрем
ляется оторвавшийся от берега вдольбереговой поток. Такую кар

отину автор неоднократно наблюдал на берегах морей и водохра
нилищ.

В настоящее время при проектировании водохранилищ особое 
внимание уделяется процессам формирования берегов. Исполь
зуются предложенные рядом авторов методы расчета перера
ботки берегов. Ниже мы рассмотрим лишь один из них — метод 
Н. Е. Кондратьева, имеющий определенное гидродинамическое 
обоснование. Хотя и этот метод не учитывает всей сложности 
береговых процессов и основан на приближенной схеме, тем не 
менее в настоящее время он признается лучшим и широко при
меняется в практике проектирования водохранилищ.

Основным недостатком принятой Кондратьевым схематиза
ции является неучет вдольберегового потока наносов. Поэтому, 
строго говоря, может использоваться для той части берега, где 
имеет место вдольбереговой транзитный перенос наносов, и не 
применим к выступам береговой линии и бухтам. Метод Кон
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дратьева должен рассматриваться как метод, дающий фоновое 
представление о процессе формирования достаточно больших 
участков берега: он позволяет получить осредненный для уча
стка профиль берега и среднюю величину смещения береговой 
линии.

Расчет переформирования берегов заключается в определе
нии размеров и формы береговой отмели и размеров абразии 
берега. Эта задача решается двумя следующими этапами: 1) вы
полняется расчет профиля береговой отмели устойчивого при за 
данном волнении и определенном составе наносов, 2) произво
дится размещение построенного профиля относительно первона
чального профиля берега. В дальнейшую задачу расчета входит 
определение времени промежуточных этапов развития отмели и 
времени окончательного ее формирования.

Расчет устойчивого профиля заключается в определении глу
бины, на которую распространяется действие заданной волны, 
и установлении очертания отмели. Д ля глубины размывающего 
действия волн Яв Кондратьев вывел приближенную формулу, 
в которой содержатся опытный коэффициент и параметр, зави
сящий от объемного веса грунта. Если принять для этих величин 
значения, отвечающие некоторым средним условиям, которые мо
гут иметь место в действительности, то упомянутая формула при
водится к виду

//3  =  0,64AArsh(8,lA), (15.76)

где h — расчетная высота волны в м. Формула содержит ареа- 
синус, т. е. обратный гиперболический синус от 8,1/г. За расчет
ную высоту волны принимается наибольшая высота волны, кото
рая может наблюдаться на водохранилище вблизи от рассматри
ваемой части берега.

По формуле (15.76) находят ту глубину, которая должна 
была бы иметь место на внешнем крае отмели, если бы действие 
расчетной волны на берег всегда происходило при одном и том 
же уровне gp (рис. 15.13). В действительности уровни водохра
нилищ подвержены сильной изменчивости. Если амплитуда ко
лебаний уровня в водохранилище равна D, при этом высокий 
уровень держится не слишком короткий период, то очевидно, что 
на краю отмели установится глубина, равная Яв +  D.

Образующаяся отмель может быть разделена на две части: 
одна из них, примыкающая к коренному берегу, имеет криволи
нейное очертание профиля {fb на рис. 15.13), другая — прямоли
нейное очертание по линии ffi. Нетрудно заметить, что при сни
жении уровня на величину D  глубина на краю отмели (в точке fi) 
будет равна Яв, т. е. отвечать предельной досягаемости действия 
расчетной волны. Волны других размеров будут действовать 
внутри области bfi, производя разработку, соответствующую их
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мощности и высоте, но не нарушая той линии b f i ,  которая отве
чает предельной волне.

Кривая b f  строится по эмпирическому уравнению
гр —  1̂0 2
20loiio

(15.77)

в котором X — координата, имеющая начало у уреза, располо
женная на свободной поверхности и направленная по нормали 
к берегу в сторону водохранилища, у  — вертикальная ось с на
чалом у уреза (рис. 15.13), U — уклон береговой отмели в точке 
уреза, tio — уклон отмели на расстоянии 10 м от уреза. Величины 
г’о и г'ю зависят от крупности частиц, образующих отмель, и оп
ределяются приближенно по составленной Кондратьевым 
табл. 15.1.

Р ис. 15.13. Ф орм ирование береговой  отм ели в о дохр ан и 
лищ а (^р —  расчетны й у р о в е н ь ).

Таблица 15.1

Зависим ость уклонов устойчивой береговой  отм ели у  у р е за  (г'о) и в 10 л  
от у р е за  (й о ) от крупности грунта (п о  Н. Е. К ондр атьеву)

грун т h Ио Грунт h ho

П есо к мелкий . . . 0 ,0 3 0 ,0 0 5 Гравий мелкий . . . 0 ,1 9 0 ,0 3
средний  . . 0 ,0 7 0 ,0 1 средний  . . 0 ,2 1 0 ,0 5
крупный . . 0 ,1 4 0 ,0 2 крупный . . 0 ,2 5 0 ,0 8

Крупность грунта, участвующая в формировании отмели, оп
ределяется следующим образом. По кривой гранулометрического 
состава грунта, характеризующего весь объем разрушения gcb,
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находят процент фракций, имеющих диаметр d, меньший 0,05 
Принимают, что эти фракции выносятся за пределы отмели и не 
участвуют в ее формировании. Среднюю крупность из 10% наи
более крупных фракций принимают за крупность наносов на 
урезе, а среднюю крупность из 30% наиболее мелких из остав
шегося грунта принимают за крупность частиц на расстоянии 
10 л  от уреза.

Отношение объема аккумуляции Wa, к объему размыва 
принимается равным отношению процента остающихся, фракций 
после вымыва мелких (с?<0,05 мм) к 100, представляющему 
процентное содержание всех фракций в общем объеме размыва.

Ширину криволинейного участка профиля находят по фор
муле

В н ^  . (15.78)
"  20гогю 'о

Ширину прямолинейной части профиля Вв  определяют по 
формуле

в ( / р '—  г'ю) I 1
B d  =  D (15.79)

20гог'1о г’о

Полная ширина отмели, очевидно, определяется суммой

В  =  В н  +  Во .  (15.80)

По формулам (15.76) — (15.80) строят профиль береговой от
мели, включающий его абразионную и аккумулятивную части. 
Этот профиль дополняется линиями bg и fie, которые вычерчива
ются по величинам углов откоса «р и «а- Д ля сыпучих грунтов 
тангенс угла откоса принимается равным 0,5, а при прочных, 
в частности связных, грунтах принимается равным 1,0.

Д алее приступают к следующему этапу построения. Получив

отношение ■ , имея первоначальный профиль берега (на
М/р

рис. 15.13 gee) и найденный по расчету устойчивый профиль 
(gbfcfie) перемещают по горизонтальной линии х  один по отно
шению к другому таким образом, чтобы объемы абразии и акку-

W
муляции получились в требуемом соотношении ^  . Теперь

по чертежу легко получить размер переработки берега, оценить 
величину предельного смещения уреза b±f и найти положение 
бровки берегового склона g.

Н. Е. Кондратьевым разработан такж е способ получения хода 
переработки берегов во времени; здесь этот способ не рассматри
вается.
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в  последние годы в порядке усовершенствования методики 
Кондратьева Н. А. Ярославцевым была предпринята попытка 
учета вдольберегового переноса наносов при расчете переформи
рования берегов водохранилищ. Однако наиболее полное реше
ние этой задачи, по-видимому, может быть осуществлено лишь 
на основе учета не только динамического воздействия разру
шающихся волн на береговой откос, но и при использовании пол
ного уравнения баланса наносов,^ учитывающего одновременно 
их продольный и поперечный (относительно линии уреза) пе
ренос.

При проектировании и эксплуатации водохранилищ возникает 
задача о выяснении характера и интенсивности формирования их 
ложа, обусловленного как процессом формирования берегов, так 
и заилением водохранилища за счет стока наносов.

Методика расчета заиления водохранилищ детально рассмот
рена в главе XIV.
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